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Premiere partie

LA PHYSIQUE DE L’ESPACE-TEMPS






Chapitre 1

géométrodynamique en bref

1.1 L’espace-temps sans et avec des coordonnées

1.2 apesanteur

1.3 Géométrie de Lorentz locale avec et sans coordonnées
1.4 temps

1.5 courbure

Boitel.6 Boitel.7

1.6 Effet de la matiere sur la géométrie



8 CHAPITRE 1. GEOMETRODYNAMIQUE EN BREF

A

e 2

l:l?l

r=22m 2.4m 26m  28m  30m f=-m

FIGURE 1.1 — titre
legende legende legende legende legende legende legende legende legende legende legende legende legende legende
legende legende legende legende legende legende legende legende legende legende legende legende legende legende
legende legende legende legende legende legende legende legende legende legende legende legende legende legende
legende legende legende legende legende legende legende legende legende



Deuxieme partie

LA PHYSIQUE DANS UN
ESPACE-TEMPS PLAT






Chapitre 2

les fondations de la relativité restreinte

2.1 vue d’ensemble

2.2 objets géométriques

2.3 vecteurs

2.4 le tenseur métrique

2.5 formes différentielles

2.6 gradients et dérivées directionnelles

2.7 représentation en coordonnées des objets géométriques
2.8 le centrifuge et le photon

2.9 transformations de Lorentz

2.10 collisions
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CHAPITRE 2. LES FONDATIONS DE LA RELATIVITE RESTREINTE



Chapitre 3

voir dans Version 1.1
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CHAPITRE 3. VOIR DANS VERSION 1.1



Chapitre 4

Electromagnétisme et formes
différentielles

Electromagnétisme et
formes différentielles

L’éther tremblait de ses agitations??
D’une maniére si familiére que j’ai seulement besoin de dire

En accord avec les six équations de Clerk Maxwell
77

L’éther tremblait de ses agitations? ?
D’une maniére si familiere que j’ai seulement besoin de dire

En accord avec les six équations de Clerk Maxwell
77

4.1 Calcul extérieur

Des piles de surface, individuellement ou se croisant pour faire "des nids d’abeille", "caisses d’ceufs" et autres
telles structures ("formes différentielles"), donne un unique apergu dans la géométrie de 1’électromagnétisme et de
la gravitation. Cependant, un tel apergu vient a un cotlit a temps. 77 Ainsi, la plupart des lecteurs devraient sauter
ce chapitre et ensuite tout matériel qui en dépend durant une premiere lecture de ce livre.

Analytiquement parlant, les formes différentielles sont des tenseurs complétement antisymétriques; picturale-
ment 7 ? parlant, elles intersectent les piles de surfaces. Le formalisme mathématique pour manipuler les formes
différentielles avec aisance, appelé "calcul extérieur”, est résumé avec concision dans la boite [4.1]; ces caractéris-
tiques de base sont illustrées dans le reste de ce chapitre en réécrivant la théorie électromagnétique dans ce langage.
Une fagon effective de s’attaquer a ce chapitre pourrait étre (1) examinez la boite pour obtenir le parfum du
formalisme; (2) lisez le reste du chapitre en détail; (3) réétudie la boite attentivement ; (4) entrainez-vous en
manipulant le formalisme en travaillant les exercices[]]

boite 4.1 formes différentielles et calcul extérieur en bref

Les définitions et calculs fondamentaux du calcul extérieur sont résumés ici pour une référence préte ? 7

1. Le calcul extérieur est traité en plus grand détail que ici par : [6] [4] [1I] [8] [10] particulierement [7]( relativement facile, avec
beaucoup d’applications) ; [I5](niveau junior ou deuxiéme année ? ? mais entiérement en accord avec les mathématiques modernes ) [9]
et [3]

15



CHAPITRE 4. ELECTROMAGNETISME ET FORMES DIFFERENTIELLES
Chaque élément consiste en une déclaration?? ( & gauche de la page ) plus une application principale
( & la droite de la page ). Ce formalisme est applicable non seulement & I’espace-temps , mais aussi aux
systémes géométriques plus généraux ( voir I'entéte ? 7 de chaque section). Aucune tentative n’est faite pour
démontrer la consistance interne du formalisme, ou pour la dériver d’une quelconque donnée de définitions
et axiomes. Pour un traitement systématique qui le fait, voir, par ex., [15] ou [?].

Algebre I ( applicable a n’importe quel vecteur )
(a) bases de 1-formes

i. base de coordonnées w’ = da’

ii. base générale w’ = LI daz®
Une application
Une base simple de 1-formes pour analyser la géométrie de
Schwarzschild autour du centre d’attraction statique symé-
trique sphériquement :

WO = (1—2m/r)/? at
w' = (1-2m/r)" Y2 dr
w? = rdf

w? = rsinddo

(b) p-forme générale ( ou p-vecteur )est un tenseur complétement antisymétrique de rang (2) [ ou

(g)]. Il peut étre développé en termes de produits vectoriels ( voir 7?7 et ??) :

1 i1 32 %
a = *'ailiz...i,,w ANwW? N~ ANw?P

= L on 2 AL ip
= Oigig..ip|W T AWEA N w

( Note : les barres verticales autour des indices signifie que la sommation s’étend seulement sur
i1<i2<...<ip

Deux applications
La 1-forme d’energy-momentum est du type a = a;w’ ou

p = —Edt +p,dz + p,dy + p.dz

Faraday est une 2-forme du type 8 = f),,|w" A w” ou
dans ’espace-temps plat

F = —E,diAdz—E,dtAdy—E.dtAdz+B,dyAdz+B,dzAdz+B,dzAdy

(c) produit vectoriel Toutes les régles familieres de ’addition et de la multiplication tiennent, comme

(aax +bB) Ny = aaxAy+bB Ay
(@AB)AY = aA(BAY)=aABAy

sauf pour une loi de commutation entre une p-formea et une g-forme 3 :

aNfB=(-1)BA
P g ¢ P




4.1. CALCUL EXTERIEUR
Applications aux 1-formes a, 8 :

aNB = —BANa, aNa=0;
aNB = (w))A(Bw) = a;frw’ AwF
1 .
— §(aj5k — Bjou)w? A w”

(d) contraction d’une p-forme sur un p-vecteur

= alil..‘ip‘A‘jlu.jpl < wil AL A wi:,,’ejl A A ejp/\ >

56].1 ].p (voir exercices 77 et 77)
-.dp

- o |71---Jp|
- O‘|11...1p\A P

Quatre applications
i. al..]??

ii. bl[..]

iii. c[.]

iv. d[..]

(e) formes simples

i. Une p-forme simple est une p-forme qui peut étre écrite comme un produit vectoriel de p
1-forme :

o=alABAN...NYy
P ————
pfacteurs
ii. Une p-forme simple a A B A ... A~y est représentée par les familles de surfaces sécantes ? ?
de o, 3, ...7 (structure egg-crate ? ?) plus un sens de circulation ( orientation).
Applications

A. En quatre dimensions ( cad lespace-temps ) toutes les
0-formes, 1-formes, 3-formes et 4-formes sont simples.
Une 2-forme F est de maniére générale une somme de
deux formes simples , p.e. F = —edt Adz + hdy Adz;
c’est simple si et seulement si FFA F = 0.

B. un ensemble de 1-formes «, 3, . . ., 7y est linéairement dé-
pendant ( une est une combinaison linéaire des autres
) si et seulement si

aANBA...Ny=0 (egeg-crate?? effondré )

B dérivée extérieure |..]
(a) d produit une (p+1)-forme do depuis une p-forme o.

(b) Leffet de d est définie par induction en utilisant la définition de df ( chapitre 2%) et une fonction
f (0-forme), plus

17
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C intégration [..]
(a) 1[.]
(b) 2[.]
(c) 3[-]

i.

Q

o

ii.

iii.

o a5

iv.
V.

(d) 4.

1

@

[]
b[..]
iii. c[..]

D algebre II [..]

Q

11

(a) Norme d’une p-forme

| alP= a,..ip 08"

i. Dans un espace & n dimensions, le dual d’une p-forme « est la (n-p)-form *« avec les
composantes

Deux Applications : La norme d’une 1-forme est égale a la
racine carré de sa longueur??? || a ||>= a e a. la norme
d'une 2-forme électromagnétique ou Faraday :|| F [|?°=
B2 - E?

(b) dual d’une p-forme

CHAPITRE 4. ELECTROMAGNETISME ET FORMES DIFFERENTIELLES

d(%/\ﬁ) = daAp+(-1)Pandg
p
d> = dd=0

Deux Applications

d(aAdB) = da AdB

pour la p-forme ®, avec

on a ( définition équivalente et alternative de d® )

d® =do), ; dz"" A--- Ada’

()., = ali p‘eilu.z'pkl...kn,p




4.2. FORME ELECTROMAGNETIOUE ET FORCE DE LORENTZ 19
ii. propriété des duals :

*k

a = (—=1)"'a dans l'espace-temps

aA*a = al? e en général

iii. Note : la définition de € ( exercice ?? ) entails ? ? une orientation de I'espace; cad ; décider
quelles bases orthonormales (1) sont "right-handed"? ? et ainsi ont e(e; ...e,) = +1.
Applications

— pour une O-forme, *f = fe et [ fd(volume) = [*f

— Le dual de la 1-forme J de courant de charge est la 3-
forme *J de courant de charge. La charge totale () dans
une hypersurface a 3 dimensions S est

as)= [ -3

La conservation de la charge est établie localement par
d*J = 0. Le théoreme de Stokes va de cette loi de
conservation différentielle & la loi de conservation in-

tégrale,
0= / 47 = / 3
v av

— le dual du tenseur de champ électromagnétique F =
Faraday est *F = Maxwell. De I’équation de Maxwell
d*F = 47*J, trouver 47Q = 47rfS*J = fsd*F =
Jos™F

77

(c) formes simples revisitées ? 7

\ ii. b J

4.2 forme électromagnétique et force de Lorentz

Le tenseur de champ électromagnétique, Faraday = F, est un tenseur antisymétrique de second-rang ( cad
2-forme ). Au lieu de le développer en termes du produit tensoriel de 1-formes de base,

F=F,dz*® dz?

le calcul extérieur préfere développer en termes de produit tensoriel antisymétrisé ("produits extérieurs", exercice
?7?7)

1
F = §FaﬁdxaAdx5 (4.1)

dz® A dz?

dz® @ dz? — dz? @ da® (4.2)

N’importe quelle 2-forme ( antisymétrique, tenseur de second rang) peut étre ainsi développée. Le symbole "A"
est diversement appelé un "wedge", un "hat" ou un "exterior product sign"; et dz® A dxz? sont les "2-formes de base"
d’une repere de Lorentz donné ( voir ??, exercice 77, et boite [4.1)).



20 CHAPITRE 4. ELECTROMAGNETISME ET FORMES DIFFERENTIELLES
Il n’y a pas de fagon plus simple d’illustrer cette représentation 2-forme du champ électromagnétique que de

considérer un champ magnétique dans la direction x :

r, = —-F,,=B,
F B,dy Andz (4.3)

La 1-forme dy = grady est ensemble des surfaces ( en réalité hypersurfaces ) y=18 (tout t,x,z), y=19(tout
t,x,2), y=20 ( tout t,x,z), etc; et les surfaces uniformément interpolées entre elles. De méme pour la 1-forme dz.
L’intersection entre ces deux ensembles de surfaces produit une structure de type nid d’abeille. Cette structure
devient une 2-forme qui est suppléée par les instructions ( voir fleches dans la figure ) qui donne un "sens
de circulation" & chaque tube du nid d’abeille ( 'ordre des facteurs dans le "produit vectoriel" de 1’équation ;
dy Adz = —dz Ady ). La 2-forme F dans 'exemple différe de cette 2-forme basique dy A dz seulement, a cet égard
, que quand dy A dz a un tube, le champ 2-forme a B, tubes.

Quand on considére une structure tubulaire qui s’enroule et tourne sur son chemin a travers ’espace-temps , on

doit avoir plus de composantes pour le décrire. La 2-forme pour le champ électromagnétique général peut étre écrite

F=FE,dx ANdt+ E,dy Adt + E,dz Adt + B,dy Adz + B,dz Adx + B.dx Ady (4.4)

( 6 composantes, 6 2-formes de base )

Une 1-forme est une machine pour produire un nombre depuis un vecteur ( bangs d’une cloche lorsque le vecteur
perce des surfaces successives ). Une 2-forme est une machine pour produire un nombre depuis une surface orientée
(une surface avec un sens de circulation indiqué dessus : figured. 183 en bas A droite ). La signification est aussi
claire qu’elle I'est dans le magnétisme élémentaire :

(-]

FIGURE 4.1 —

X dy x

\’_'% . -

e dy N a: x B.dy A de

x

Construction de la 2-forme pour le champ électromagnétique F = B,dy A dz depuis les 1-formes dy et dz par 'la
multiplication vectorielle" ( formation d’une structure en nid d’abeille avec un sens de circulation indiqué par les
fleches ). Une 2-forme est "une machine pour construire un nombre depuis une surface orientée" ( illustré par la
surface d’exemple fermée par des fleches dans le dessin en bas a droite ; le nombre de tubes coupés par cette surface

est
/ F =18;
cette surface
concept de Faraday du "flux magnétique"). [..]

le nombre de tubes de Faraday coupés par cette surface. La 2-forme électromagnétique F ou Faraday décrite
par une telle "structure tubulaire" ( convenablement abstrait??; ( boite 4.2 ) a une réalité et une position



4.3. LES FORMES ECLAIRENT L’ELECTROMAGNETISME, ET L’ELECTROMAGNETISME ECLAIRE LES FORM
dans ’espace qui est indépendante de tous les systémes de coordonnées et toutes les distinctions artificielles entre

champs "électrique" et "magnétique". De plus, ces tubes fournissent la plus directe des représentations que personne
n’a jamais été capable de donner pour la machine par laquelle le champ électromagnétique agis sur une particule
chargée. Prenez une particule de charge e et de 4-vitesse

dx®

Laissons la particule aller dans une région ou le champ électromagnétique est décrit par la 2-forme
F=B,dy dz (4.6)

de la figure 4. Alors la force exerce sur la particule ( vue comme une 1-forme ) est la contraction de cette
2-forme avec la 4-vitesse ( et la charge )

p=dp/dr =eF(u)=e < F,u> (4.7)
[]

p = eB,<dyAdzu>
= eB,{dy <dz,u> - <dz <dy,u>}
= eB,{dy <dz,u’e, > — <dz <dy,u’e, >}

ou
podx® = eBu*dy — eB,uYdz (4.8)

En comparant les coeflicients des 1-formes de base séparées des deux cotés de cette équation, on voit reproduits
tous les détails de la force de Lorentz exercée par le champ magnétique B, :

) dpy dz
= —_— = B:E B —
Py dr ¢ dr
. dp, dy
e = —eB, > 4.
p dr € dr (4.9)

boite 4.2 titre

Boite 4.2 abstraire?? une 2-forme a partir du concept de « structure de type Honeycome » dans un
3-espace et un espace-temps

4.3 Les formes éclairent 1’électromagnétisme, et 1’électromagnétisme
éclaire les formes

boite 4.3 dualité de 2-formes dans ’espace-temps




22 CHAPITRE 4. ELECTROMAGNETISME ET FORMES DIFFERENTIELLES

FIGURE 4.2 —

§ Le Faraday ou 2-forme F du champ électromagnétique est une

machine pour produire une 1-forme ( le taux temporel de changement de la quantité de mouvement p d’une particule
chargée) depuis un vecteur tangent ( produit de la charge e de la particule et sa 4-vitesse u). Dans 1’espace-temps
la 2-forme générale est la "superposition" ( voir boite 4.2 ) de deux structures comme celles illustrées en haut
de ce diagramme, les tubes du premier étant dirigés? ? et compactés? ? comme indiqués, les tubes du second étant
dirigés 7 ? dans une autre direction et ayant une densité de compactage différente.

FIGURE 4.3 —

FIGURE 4.4 —

4.4 Champs de radiation

][]



4.5. EQUATIONS DE MAXWELL

FIGURE 4.5 —

FIGURE 4.6 —

4.5 Equations de Maxwell

(-]

[-]

La dérivée extérieure de ® est

d®

dF = d(E,dzAdt+ E,dyAdt+ E.dzAdt+ Bydy Adz+ Bydz Adx + B,dx Ady)
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(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)



24 CHAPITRE 4. ELECTROMAGNETISME ET FORMES DIFFERENTIELLES

G (8Br s 9By, 0B

dzAdynd 4.1
B +8y 82) x ANdy Adz (4.15)

(-]

4.6 Dérivée extérieure et formes fermées

Boite 4.4 la progression de formes et les dérivées extérieures



Chapitre 5

Le tenseur Energie-Impulsion et les lois
de conservation

5.1 Track 1 revue

5.2 volumes en 3 dimensions de définition du tenseur énergie-impulsion
5.3 composantes du tenseur Energie-Impulsion

5.4 tenseur Energie-Impulsion pour un swarm ? 7 de particules

5.5 tenseur Energie-Impulsion pour un fluide parfait

5.6 tenseur Energie-Impulsion électromagnétique

5.7 symétrie du tenseur Energie-Impulsion

5.8 Conservation du 4-moment : formule intégrale

5.9 Conservation du 4-moment : formule différentielle

5.10 exemple d’application de VeT =0

5.11 moment angulaire

25
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CHAPITRE 5. LE TENSEUR ENERGIE-IMPULSION ET LES LOIS DE CONSERVATION



Chapitre 6

Les observateurs accélérés

6.1 e
6.2 e
6.3 e
6.4 e
6.5 e
6.6 e
6.7 e
6.8 e
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CHAPITRE 6. LES OBSERVATEURS ACCELERES



Chapitre 7

Incompatibilité de la gravité de la
relativité restreinte

71 e

boite 7.1 une tentative de description de la gravité par champ de tenseur symétrique dans
un espace-temps plat

Les équations de champ (4) et les propriétés de jauge (5) de la présente théorie d’espace-temps plat sont
identiques a celles de "la théorie linéarisée' d’Einstein. Ainsi le traitement des ondes gravitationnelles en
utilisant la théorie linéarisée , qui est présentée en 7?7 et 7?7 et 77, s’applique ici.

7.2 e

7.3 le décalage vers le rouge gravitationnel impose a I’espace-temps
d’étre courbé

Un argument par Schild (1960, 1962, 1967) apporte une importante conclusion : l'existence du décalage vers le
rouge gravitationnel montre que théorie de la gravitation consistante ne peut pas étre construite a l'intérieur du
cadre de la relativité restreinte.

[..] L’argument de Schild procede comme suit. Considérons 'observateur au repos sur la surface de la Terre & la
hauteur z7, et un second sur la surface de la Terre & la hauteur zo = 21 + h (Figure 7.1). Les observateurs peuvent
vérifier qu’ils sont au repos relativement 1'un a l'autre et relativement au repere de Lorentz de la Terre, avec par
exemple un radar mesurant la distance a des particules libres qui sont au repos dans le repeére terrestre loin de
son champ gravitationnel. L’expérimentateur du dessous émet alors un signal électromagnétique a une fréquence
strandard fixe wp qui est recue par I'observateur au dessus. Par définition ? 7, le signal est une impulsion long de NV
cycles exactement. Alors I'intervalle de tempsE] 0Tpas Nécessaire pour I’émission de 'impulsion est donnée par 2r N =
wpOTpas. L’0Observateur en haut va alors recevoir les mémes N cycles de I'impulsion de I'onde électromagnétique et
mesurer l'intervalle de temps 07,q4¢ Nécessaire. Par définition de la "fréquence', elle satisfait 2n N = wpd7haus. Leffet
du décalage vers le rouge, établit par 'expérience ( pour nous ) ou par la conservation de 1’énergie ( pour Einstein
), montre wy < wyp ; en conséquence les intervalles de temps sont différents, 75, > 75 [..] on atteint uen contradiction
en notant que 'on a dessiné un parallélogramme dans ’espace de Minkowski dans lequel des cotés sont inégaux,
Th, > Tp, alors que un parallélogramme dans un espace plat de Minkowski ne peut avoir des cotés opposés inégaux.

1. le temps propre est égal a la coordonnée de temps de Lorentz pour les deux observateurs, puisqu’ils sont au repos dans le repere
de Lorentz de la Terre.
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CHAPITRE 7. INCOMPATIBILITE DE LA GRAVITE DE LA RELATIVITE RESTREINTE

1

FIGURE 7.1 — figure 7.1
Des impulsions successives de la lumiere de la hauteur z; a la hauteur zo = z; 4+ h contre le champ gravitationnel
de la terre. Le chemin ~y; et 2 doivent étre exactement congruents ? 7, que la pente soit & 45° ( & gauche ) ou
qu’elle ait une pente variable ( & droite ).



74. e 31
[..] Quelquesoit le chemin 7, , le chemin 75 doit étre un chemin congruent de forme toalement identique, simplement

translaté dans le temps.

74 e
75 e
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CHAPITRE 7. INCOMPATIBILITE DE LA GRAVITE DE LA RELATIVITE RESTREINTE



Troisiéeme partie

LES MATHEMATIQUES DE
L’ESPACE-TEMPS COURBE
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Chapitre 8

Géométrie différentielle :

une

présentation

8.1

8.2

8.3

Une présentation de la partie I11
Track 1 contre track 2 : différence de perspective et de puissance

3 aspects de la géométrie : en images, abstraite, en terme de com-
posantes

[...] La gravité newtonienne ( chapitre [I2]) [..] des éqquations de champ d’Einstein ( chapitre 77 ), [...]
Il n’est pas nouveau de faire des aller-retours entre les trois langages comme en témoigne le traitement [...] de la
vitesse et de l'accélération d’une planete dans un déplacement de Kepler autour du soleil. La vitesse est écrite

v=uo'e; + v"squ (8.1)
(le chapeau " sur e; et e 5 signifie qu’ils sont des vecteurs unité). L’accélération est
dv dv" dv® ~dej s deg
AV _ A 8 e e 8.2
T T T A TR (8.2)
Les vecteurs unités tournent ( 7?7 ) avec la vitesse angulaire w = d¢/dt, donc
des do
7 Y= % (8.3)
5 _ e, =%,
dt " dt "
Ainsi les composantes de I'accélération ont les valeurs
: " sde  dr do\?
P _per T - 8.4
“ at  dt r(dt (8.4)
et
3 dv? . ;Ao d rd¢ dr d¢
¥ = —4v—=—|r— ——
dt dt  dt \ dt dt dt
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36 CHAPITRE 8. GEOMETRIE DIFFERENTIELLE : UNE PRESENTATION
F1GURE 8.1 — figure 8.1

Une orbite Képlérienne dans lechamp de gravité du soleil, traité en
utilisant la version standard de type espace euclidien de la gravité newtonienne. Les vecteurs de base se changent
eux-méme d’'un point & un autre point le long de lorbite ( équations ?? ). Cette figure illustre 'aspect pictural dla
géométrie différentielle. Plus tard ( exercice 7?7 )cela illustrera les concepts de "dérivée covariante" et "coefficients de
connection".

8.4 Algebre tensorielle en espace-temps courbé

8.5 Transport parallele, dérivée covariante, coefficients de connexion,
géodésiques

8.6 Repere de Lorentz local : discussion mathématique

8.7 Déviation géodésique et le tenseur de courbure de riemann

"La Gravitation est la manifestation de la courbure de 'espace-temps, et la courbure se montre?? dans la
déviation d’une géodésique par rapport & une géodésique proche ( accélération relative de particules test)." Pour
rendre précise cette proposition ? 7, commencons par quantifier la "déviation" ou "accélération relative" de géodésiques
proches. Focus?? attention sur une famille de géodésiques P(A,n); voir figure 8.4. Le parameétre variable?? n
("parametre 7 ?") distingue une géodésique de la suivante. Pour n fixé, P(A,n) esy une géodésique de parameétre

affine \ avec un vecteur tangent
u=09P/O\ (8.5)

ainsi V,u = 0 ( équation des géodésiques ). Le vecteur
n=9P/0n (8.6)

mesure la séparation entre les points avec la méme valeur de A sur des géodésiques voisines. Un observateur tombant
librement le long d’une "géod fiducial 7 7" n = 0 regarde une parrticule test tombant le long de la "géod test" n = 1.
Il quantifie 7 ? la vitesse de la particule test relativement & lui par



Chapitre 9

Topologie différentielle

9.1

9.2
9.3
94
9.5
9.6
9.7

objets géométriques dans un espace-temps avec metric-free geodesic-
free

"vecteur" et "dérivée directionnelle" raffiné en vecteur tangent
bases,composantes, et lois de transformation pour les vecteurs
1-formes

tenseurs

commutateurs et techniques picturales

variétés et topologie différentielle
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CHAPITRE 9. TOPOLOGIE DIFFERENTIELLE



Chapitre 10

Géométrie affine : géodésiques, transport
parallele et dérivée covariante

10.1 géodésiques et le principe d’équivalence

/\nouveau = aAancien +b (101)

10.2 transport parallele et dérivées covariantes : approche picturale

K boite 10.1 géodésiques \

Soit un point et un vecteur tangent ; soit une courbe unique paramétrisée affinement ("géodésique").
La ligne d’univers d’une particule test neutre ( "la théorie géométrique de gravité d’Einstein"; aussi
"translation de Cartan de la théorie de gravité de newton en termes géométriques" ) :

(1) "soit un point" : un événement de cette ligne d’univers;

(2) "soit un vecteur tangent' : vecteur ("déplacement par augmentation d’une unité de parametre")
tangent a la ligne d’univers & un instant définit par cet événement

(3) "une courbe unique" : chaque particule test neutre avec une position initiale spécifiée et une vitesse
initiale spécifiée suit la méme ligne d’univers, indépendamment de sa composition et indépendamment
de sa masse ( petite; masse de test!; "principe d’équivalence faible de Einstein-Edtvos-Dicke") ;

(4) "parametre affine' : dans la théorie de Cartan-Newton, le "temps universel" de Newton ( qui est
mesuré par de "bonnes" horloges) ; dans le monde physique réel, "le temps propre' ( comme mesuré
par de "bonnes" horloges) le long d’une géodésique de type temps;

(5) "courbe paramétrisée" : (a) un parametre affine unique & une transformation de la forme A — a\+b
pres, ol a et b sont des constantes ( aucun arbitraire le long de la géodésique autre que le zéro du
parametre et 'unité du parameétre ) ; ou, de maniére équivalente (b) soient trois événements A, B, C
sur une géodésique, on peut trouver par une construction physique bien déterminée ("clocking? ?")
un unique quatriéme événement D sur la géodésique tel que (Ap — A¢) est égal a (Ap — A4) ou,
de maniére équivalente (c) [ version différentielle | soit un vecteur tangent avec les composantes
(dx™/d\) 4 au point A, on peut trouver par construction physique (encore "clocking??" ) "le méme
vecteur tangent" au point C avec des composantes déterminés de maniére unique (dz®/d\)¢ ( vecteur

"z

égal" ; les composantes d’ordinaire non égales a cause de la torsion et de la rotation des vecteurs de

\ base arbitraire entre A et C). J
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40CHAPITRE 10. GEOMETRIE AFFINE : GEODESIQUES, TRANSPORT PARALLELE ET DERIVEE COVARIANT.
10.3 transport parallele et dérivées covariantes : approche abstraite

10.4 transport parallele et dérivées covariantes : approche en compo-

sante
S%8yi6 = 5%py,6 + 5 gy T us — 5%y I g5 — ST s (10.2)
5%8y.6 = €515 py] = 0es S py (10.3)
D‘ziﬂ” = d‘gﬁ S T sud — S TH gsud — %5, T% sul (10.4)
10.5 équation géodésique
% + r%ﬂ%% =0 (10.5)
Vo= 0o 204 P“Wﬁzﬂﬁ =0 (10.6)

dA



Chapitre 11

Déviation géodésique et courbure
d’espace-temps

11.1 courbure, enfin

11.2 accélération relative des géodésiques environnantes

Focaliser votre attention sur une famille de géodésiques ( ). Laissons les géodésiques étre différenciées les
unes des autres par la valeur d’un "parametre de sélection" n. La famille inclut non seulement les géodésiques n=0,
1, 2,... mais aussi les géodésiques pour toutes les valeurs intervenant de n.

/ boite 11.1 déviation géodésique et courbure de Riemann en bref \

o]

Qo T o

1
G/,LI/ = Ra,u,ow - §gMUgUTRaUaT

e insére dans les équations d’Einstein ( chapitre 17 77 )

G =0 ( espace vide )

G =811, ( quand la mass-energy est présente )
N Y,

Le point typique & sur la géodésique typique sera une fonction continue doublement différentiable du parameétre de
sélection n et du parametre affine \; ainsi

P =P(\n) (11.1)

le vecteur tangent

P
u= g—/\ notation de Cartan

41



42 CHAPITRE 11. DEVIATION GEODESIQUE ET COURBURE D’ESPACE-TEMPS
ou

0
u = —— notation de ce livre (11.2)

O

est contant le long de n’importe quelle géodésique en ce sens : le vecteur w en n’importe quel point, transporté
parallelement & lui-méme le long de la géodésique, arrive au second point en coincidence en direction et longueur
avec le u déja existant en ce point.

FI1GURE 11.1 — Une famille de géodésiques & un parametre.
"Le parametre de sélection" n détermine la géodésique. Le parametre affine A détermine ’endroit sur la géodésique.
Les deux vecteurs tangents indiqués sur le diagramme sont u = 9/9X ( Cartan : 922/d\ ) et n = 9/0n ( Cartan :
0P/on ).

Le "vecteur de séparation'

P
n = — notation de Cartan
on
ou
0 . .
n = — notation de ce livre (11.3)
on
(11.4)
boite 11.2 déviation géodésique représentée comme une fléche
( vecteur de l'accélération relative ) = V,Vy n (11.5)

11.3 forces gravitationnelles de marée et tenseur de courbure de Rie-
mann

boite 11.3 déviation géodésique : fleche corrélée avec une dérivée seconde covariante

]




11.3. FORCES GRAVITATIONNELLES DE MAREE ET TENSEUR DE COURBURE DE RIEMANN

-

une analyse newtonienne

analyse newtonienne

1. Considere une famille de trajectoires de
particule test 27 (¢, n) dans un espace or-
dinaire a trois dimensions : "t" est une
mesure du temps par ’horloge de la par-

ticule, ou n’importe quelle horloge; "n
est un "parametre sélecteur".

analyse géométrique
1.

—_ = = = =

(—1)9cos((25 + 1) *  x 180/3.14) /(25 + 1)

j=1
>
i=0

||ﬁ -6 -4 =2 0

I e T = T = T =St

/ boite 11.4 accélération relative de particules test — analyse géométrique patterned ? ? sur \

-

boite 11.5 tenseur de courbure de Riemann



44 CHAPITRE 11. DEVIATION GEODESIOUE ET COURBURE D’ESPACE-TEMPS
[...]
[...]
(11.10)
(11.11)
(11.12)
( exercice 11.1 [V 4,Vg]C dépend des dérivées de C \

( fondé sur la boite ). Soient Chouvean €6 Cancien des champs de vecteur reliés par
Chrowveau(P) = f(P)Cancien(P) , f fonction arbitraire excepté f(Pp) =1
Montrer que {[vAa VB]Cnouveau}é Py — {[v/h VB]Cancien}é Py — Cancienv[A,B]f

{[vAv VB]Cnouveau} = {[VA7 vB](f(P)Cancien(P))}

VuV5(CD) = VA(CVgD + DV5C) = VACV5D + CVaVsD + VaDVEC + DV AV 5C

VBVaA(CD)=VpCVsD+CVVaD+VpDV,C+ DVEVaC

[Va,V5]|(CD) = VaV5(CD) — V5VA(CD) = VAaCVED + CVaVsD + V4DVC + DV AV 5C —
[VBCVAD—I—CVBVAD—FVBDVAC—FDVBVAC] =(CVaVBD+DVAVEC— [CVBVAD—I—DVBVAC]

Donc [VA, VB](CD) = C[VA, VB]D + D[VA, VB]C

Donc {[VA7 VB}Cnouveau}é Py — {[vAa VB]Cancien}é Py + Cancien (PO)(V[A,B]f)(PO)

exercice 11.2 prouve que Riemann est un tenseur

exercice 11.3 composantes de Riemann en base de coordonnées

exercice 11.4 composantes de Riemann en base sans coordonnées

Y EYYE
NNV

11.4 transport parallele autour d’une courbe fermée

(11.13)
(11.14)
(11.15)

boite 11.6 déviation géodésique et transport paralléle autour d’une courbe fermée : deux
aspects de la méme construction



11.5. LA PLANEITE EST EQUIVALENTE A UNE COURBURE DE RIEMANN NULLE

exercice 11.5 coplanéité de courbes fermées

11.4.1  cas particulier

11.4.2  cas général

NEEDZ NN

[ boite 11.7 la loi pour le transport parallele ? 7 courbes fermées

11.5 la planéité est équivalente a une courbure de Riemann nulle

Dire que I'espace ou 'espace-temps ou tout autre variété est plate, revient a dire qu’il existe un systeme de
coordonnées {z®(P)} dans lequel toutes les géodésiques apparaissent droites :

x(N) =a” + b\ (11.16)

(11.17)
(11.18)
(11.19)

[...] Pour toutes les géodésiques, étre droit dans un systéme de coordonnées donné signifie que les géodésiques
initialement paralleles conservent leur séparation ; la déviation géodésique est nulle; et ainsi la courbure disparait.]

Est-ce que le contraire est vrai? Est-ce qu’une courbure de Riemann nulle implique 'existence d’un systéme de
coordonnées dans lequel toutes les géodésiques apparaissent droites ? Oui, comme on peut le voir par la construction
suivante.

Transportes un vecteur parallelement a lui-méme de Py a L puis revient de L a P, le long d’une route légerement
différente. Il revient a son point e départ avec aucune altération en longueur ou direction, parce que Riemann
disparait partout. Ainsi un transport parallele d’un vecteur de base e, de Py a L produit a L une base vecteurs e,
qui est indépendante, en magnitude et en direction, de la route de transport ( pour les routes obtenables de 'une a
Pautre par n’importe quelle séquence continue de déformations).

De méme que pour L, pour tous les points de la variété;

le transport parallele d’une base {e,(Py)} produit partout un champ de référentiels (7 ?), pour lequel chaque
vecteur de base ne subit aucun changement ( relativement au champ de référentiel ) lors d’un transport parallele de
n’importe quel point jusqu’a n’importe quel point proche; ainsi,

Ve, =0 (11.20)
ou

Vieu(=Ve,e,) =0 (11.21)

Avec la disparition de ces dérivées individuelles, disparaissent aussi le commutateur de n’importe quels champs

ce vecteur de base :
e en] =Vue, —Vye, =0-0=0 (11.22)

(11.23)
(11.24)
(11.25)
(11.26)



46 . CHAPITRE 11. DEVIATION GEODESIQUE ET COURBURE D’ESPACE-TEMPS
11.6 coordonnées normales de Riemann

ea(Po) = (0/02%)p,
FQBW(PO) =0

« 1 [} (e}
I ﬁ%u(PO) = *g(R ﬁwJFR 'y/ﬁu)

(11.27)
(11.28)

(11.29)

Si I'espace-temps a une métrique ( comme il I’a en réalité), et si le référentiel de 'observateur & Py a été choisit
orthonormal ( eqép = 148 ),alors

9op(Po) = MNap (11.30)
Japu(Po) = 0 (11.31)
1
gaﬁ,;u/(PO) = 7g(Rau,8u + Rauﬁu) (11.32)
2
= _gt]aﬂul/
Rapys(Fo) = gas,8v(Fo) = gay,5(Fo)
exercice 11.6 coplanéité de courbes fermées )
exercice 11.7
Ry = Ry (11.33)
R%gye) = 0
(11.34)
(11.35)
1
Jvap = I pa = i(R“a,,g + R"sva) (11.36)
2
Ruavﬁ = g(JMuaﬁ - Juﬂau) (1137)
Rg1y5:9 = 0 (11.38)



Chapitre 12

La gravité newtonienne dans le langage
de I’espace-temps courbé

12.1 gravité newtonienne en bref
12.2 stratification de 1’espace-temps newtonien
12.3 systemes de coordonnées galiléennes

12.4 formulation géométrique sans coordonnées de la gravité newto-
nienne

12.5 la vision géométrique de la physique : une critique

47



48 CHAPITRE 12. LA GRAVITE NEWTONIENNE DANS LE LANGAGE DE L’ESPACE-TEMPS COURBE



Chapitre 13

La géométrie riemaniene : la métrique
comme fondation de tout

13.1 nouvelles caractéristiques imposées sur la géométrie par la vali-
dité locale de la relativité spéciale
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13.2 métrique

79

Seconde distillation : les distances entre les points proches en terme de métrique

Idéalise la surface de la terre comme lisse. Alors dans n’importe quelle région limitée la géométrie est euclidienne.
Cette circonstance a une conséquence heureuse. Il est suffisant de connaitre quelques distances entre les points proches

pour étre capable de déterminer toutes les distances entre les points proches.
77

13.3 accord entre les géodésiques de la géométrie de ’espace-temps
courbé et les lignes droites de la géométrie de lorentz locale

.. Qu'est-ce que la métrique ( ou l'intervalle d’espace-temps ) a a faire avec une géodésique ( ou une ligne d’univers
d’une particule test ) ? réponse :

deux objets mathématiques ( "lignes droites dans un référentiel de Lorentz local" et " géodésique de la géométrie
d’espace-temps courbé ? ?) égaux au méme objet physique ( "ligne d’univers d"’une particule test " ) doivent étre
égaux enrte eux ( "condition de consistance" ).

13.4 géodésiques comme lignes d’univers du temps propre extréme

FI1GURE 13.1 — figure 13.2

Une étoile oscillant dans les deux sens a travers le plan du disque de la galaxie, comme un exemple d’une situation
ou deux événements A et B peuvent étre connectés par plus d’'une géodésique. Gauche en haut : la galaxie vue au
bord ??, montrant ( ligne pointillée ) le chemin de ’étoile en question. Renvoyé a un référentiel local prenant ??
avec la révolution générale du proche disque d’étoiles. En haut a droite : le potentiel effectif sentis par 1’étoile,
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selon la théorie de la gravitation newtonienne, est comme celle expérimentées par une balle qui roule vers le bas sur

un plan incliné et remonte sur un autre (" chute libre vers un plan galactique" avec laccélération g = % dans les
unités utilisées ici). Les trois centrales? ? : les lignes d’univers possible et impossible pour 1’étoile connectant deux
événements donnés A ( plan de la galaxie & ¢ = 0) et B ( plan de la galaxie & ¢ = 2). A droite : envoies 1’étoile
a partir du plan galactique avec assez de vitesse pour juste revenir en arriere au plan a ¢ = 2. A gauche : envoies
Pétoile & partir du plan galactique avec la moitié de la vitesse et il reviendra en la moitié du temps ( trés contraire au
comportement d’une oscillation harmonique simple, mais en accord avec le potentiel v-shaped de la galaxie!), étant
ainsi capable de faire deux excursions dans le temps alloué entre A et B. Au centre : une ligne d’univers concevable
( concevable avec une propulsion de fusée! ) mais pas une géodésique. En bas : comparaison? ? 7

z = ay sin(nt/2) + ag sin(27t/2)

77 Détails : dans le contexte de la relativité générale, prenez une ligne d’univers arbitraire qui connecte A et B,
évalue ’écart de temps propre, répéte pour les autres lignes d’univers, et dit qu’une ligne d’univers donnée représente
un déplacement possible ("géodésique") quand pour elle le temps propre est un extrémum ence qui concerne toutes
les lignes d’univers proche. Dans I'approximation newtonienne, la différence entre ’écart de temps propre et 1’écart
(tg —ta) de la coordonnée de temps est tout ce qui vient ?? dans la forme de "Uintégrale d’action" ( sur une base
"par unité de masse" )

13.5 propriétés de Riemann induites par la géométrie

Dans l'espace-temps newtonien, dans le réel espace-temps physique d’Einstein, - en fait dans toute variété avec
une dérivée covariante,- le tenseur de courbure de Riemann a ces symétries (exercice [11.7) :

R%ys = Rgpys)( antisymétrie sur les deux derniers indices ) (13.40)
R%3y5) = 0( disparition de la partie complétement antisymétrique) (13.41)

En plus il satisfait une identité différentielle ( exercice ?7?) :

R%g(y5:) = 0 ( "identités de Bianchi" ) (13.42)
( voir chapitre 15 pour la signification géométrique ).
Quand la métrique est amenée sur la scéne, que ce soit dans 'espace-temps d’Einstein ou ailleurs, elle impose
au Riemann la symétrie additionnelle ( exercice 77 )
Rapys = Riap)ys ("antisymétrie sur les deux premiers indices" ) (13.43)
Ceci, avec et forme un ensemble complet de symétries pour Riemann; les aurtes symétries qui
suivent & partie d’elles ( exercice 7?7 ) sont
Ropys = Rysap ( "symétrie avec échange de paire" ) (13.44)

et

Riap+s) = 0( disparition de la partie complétement antisymétrique) (13.45)

Ces symétries réduisent le nombre de composantes de Riemann de 4 x 4 x 4 x 4 = 256 a 20 (exercice ?77?).
Avec une métrique présente, on peut construire une variété de nouveaux tenseurs de courbure depuis Riemann.
Certains qui vont jouer des réles importants plus tard comme suit.
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(1) Le double dual de Riemann, G = *Riemann , ( analogue & maxwell = *Faraday ), qui a les composantes

1 1 1
Gaﬁvé = §GaﬂWRWW§6M“/5 = _ZéiE%VR/wM

(exercice 77)

(2) Le tenseur de courbure d’Einstein, qui est symétrique ( exercice 77 )

Gﬁg EG#ﬁWS; G55 =G§5

(3) Le tenseur de courbure de Ricci, qui est symétrique et le scalaire de courbure

RPs = R" 5, Rgs = Rsp; R= R

qui est relié au tenseur d’Einstein par ( exercice 77
B. — B 1 B
Rs =G"s + §R5 5

(4) le tenseur conforme de Weyl ( exercice 77 )

1
CPy = R — 201, R7g) + 200,075 R

L’identité de Bianchi [13.42] prend une forme particuliere unefois réécrite en termes du double dual G :

Gagﬂ,‘s_é = 0 ( "identité de Bianchi" )
( exercice 7?7 ); et il a une conséquence évidente
Go/j;ﬁ = 0 ( "identité de Bianchi contractée" )

Le chapitre 15 sera consacré a la signification géométrique profonde de ces identités de Bianchi.

13.6 Le repere propre de référence d’un observateur accéléré

(13.46)

(13.47)

(13.48)

(13.49)

(13.50)

(13.51)

(13.52)



Chapitre 14

calcul de la courbure

14.1 la courbure comme outil pour comprendre la physique

(-]

vdz 3-1/2

YN (=z/L)* dt?.. (14.1)

Boite 14.1 perspectives sur la courbure 1. point historique de départ : une ligne courbe sur un plan. Il n’y a
aucune fagon de définir la courbure d’une ligne par des mesures confinées a ("intrinsequement") la ligne elle-méme.
On a besoin, par exemple, de 'angle azimuthal § du vecteur tangent relatif & une direction fixée dans le plan, comme
fonction de la distance propre s mesurée le long de la courbe; ainsi, § = 6(s). Alors la courbure « et sa réciproque,
le rayon de courbure p, sont donnés par k(s) = 1/p(s) = df(s)/ds. Alternativement, on peut examiner au départ,
y,?? comme une fonction de la distance x mesurée le long de cette ligne tangente ; alors k = 1/p = d*y/dz>.

2. Ce concept fut plus tard étendu & une surface courbe 7 ? dans un 3-espace plat ( euclidien ). Au départ, z, de
la surface courbe smoothéede la surface plate tangente a un point donné est décrite dans le voisinage de ce point
par I'expression quadratique

ds? = —(z/3Y%L + y2/12L2)’31/2(/ .

Lo L oo
z = —azx” + bx —c
T Tyt 5
La rotation des axes d’un angle approprié «,
r = £cosa + nsina,
y = —Esina + neosaq;

se réduit a I’expression

1 o, 1
z= 2,%15 + 2&27}
avec
k1 =1/p1
Ky =1/pa

représentant les 2 "principales courbures" de la surface.

3. Gauss(1827) a congu 'idée de définir la courbue par des mesures confinées entiérement a la surface ("société
de fourmis"). A partir d’un point P sur la surface, [..] Répéte, en commencant au point original mais en procédant
dans d’autres directions. |..]

ds* = dz? + d&* + dn? (3 — espaceeuclidien)
= [(K1&dE + Kandn)? + (d€* + dn*)] (métrique intrinseque de la 2-géométrie courbe)
on peut calculer les résultats d’une telle mesure intrinseque. On calcule que la circonférence differe de la valeur
euclidienne 27e, par uen correction fractionnelle qui est proportionnelle au carré de ¢, spécifiquement,

. 6 circonférence 1 a b
Im = (1— ———— | = Kiky = —— = det
a0 €2 2me P1P2 b c
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-]

4. Le contraste entre courbure extrinseéque et courbure intrinseque est résumée dans les termes,
N o -1
courbure extrinseque = k = (k1 + Kk2)(em ™),

courbure intrinséque, gaussienne = 1k (cm ™= ?)

[..] Dessine un triangle 3 :4 :5 sur un morceau plat de papier; ensuite courbe le papier. La 2-géométrie euclidienne
intrinseque du morceau de papier est préservée par ce??. La courbure intrinseque gaussienne de la surface reste
non changée ; elle garde la valeur euclidienne de zéro ( k2 non nulle, produit k1K = zero). Par ailleurs, la courbure
extrinseque est changée de k1 + k2 = 0 & une valeur non nulle, k1 + kg # 0

5.

6.

7. La rotation d’un vecteur transporté parallellement a lui-méme autour d’un circuit fermé apporte une définition
de la courbureutilisable en 4 et 3 dimensions comme & 2. ( Dans la géométrie & deux dimensions courbes, & un point
il y a seulement un plan. Par conséquent seulement un nombre est nécessaire pour décrire ici la courbure de Gauss.
En 3 et 4 dimensions, il y a plus de plans indépendants a travers un point et donc plus de nombres sont nécessaires
pour décrire la courbe.) Dans le diagramme, commencer avec un vecteur a la position 1 ( pole nord). Le transporter
parallélement & lui-méme ( position 2,3...) autour d’un triangle sphérique 90° — 90° — 90°. 1l revient au point de
départ ( position 4 ) tourné de 90° :

angle dont il est tourné /2 1
courburedeGauss = - - = = =
aire entourée (1/8)(4mwa?) a2

[..] 8.
9. La 2-forme de courbure pour la surface illustrée de la symétrie rotationnelle (" ??") avec la métrique ds? =
do? + r%(0)d®? est

d2r

courbure = ———=do N rd®
r do?

14.2 en formant le tenseur d’einstein

14.3 calcul plus efficace

14.4 la méthode lagrangienne géodésique 7 7
14.5 les 2-formes de la courbure

14.6 calcul de la courbure en utilisant les formes différentielles exté-
rieures



Chapitre 15

IDENTITES DE BIANCHI ET LA
FRONTIERE DE LA FRONTIERE

15.0.1 Les identités de Bianchi en bref

En électrodynamique, il y a 4 potentiels qui sont unifiés dans la 1-forme A = A, dz". De cette quantité suit par
différenciation le Faraday, F = dA Ce champ satisfait I'identité dF = 0 (identité,oui;[..]) En gravitation il y a 10
potentiels ( les coefficients de métrique g,,,, ) qui sont unifiés dans le tenseur métrique g = g, dz* ® dz”. De cette
quantité par deux différenciations suit ’opérateur de courbure

1
R= 76 /\el,R”l;ﬁdxadxﬂ

Cette opérateur de courbure satisfait 1'identité de Bianchi dR = 0, ou maintenant "d" est une généralisation de
la dérivée extérieure de Cartan, décrite plus complétement au Chapitre 14 ( encore une identité, mais encore une
qui [..] & la définition d’une source conservée ).

En électromagnétisme, on doit aller au dual, *F, [..] d*F = 47*J La conservation de la source, d*J = 0, apparait
comme une conséquence de l'identité dd*F = 0;]..]

I. Structure of Geometrodynamics in Outline Form

g (metric)

V =d (parallel transport; covariant derivative;
generalized exterior derivative)

flerentiation "¢

R = d? (curvature — & = *R* (double —*G = 8z°*T
operator) dual)

d*G = 0 (contracted
Bianchi identity
based on 33 = 0)

d® =0 (full Bianchi
identity;
based on
30 = 0)

d*T=0 or V'T=0

(“automatic
conservation of source)

*G =*Tré
= x(d? N\ R)

(Einstein)

d*T =0
* — Wk, VN uv 33
T=e,TH (W) =¢,T*d°%,
Cette loi de conservation arrive comme une conséquence de "l'identité de Bianchi contractée", d*G = 0, encore

interprétable en termes de vanishing de la froniére de la frontiere
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15.0.2 L’identité de Bianchi dR = 0 comme une manifestation de ’la frontiere de la frontiere = 0"

(15.1)
(15.2)
(15.3)
Raﬁyz,z +R Bzxiy + Raﬁﬂ:y z = 0 (154)
[-]
Fixu) = Fiapn) = 0 (15.5)

15.0.3 moment de rotation : la clé des identités de bianchi contractées
[..] un corps rigide ne va rester au repos & moins que toutes les forces agissant sur lui est une somme nulle :
> P =0 (15.6)
i
Bien que nécessaire, cette condition n’est pas suffisante. La somme des moments de ces forces a un point P doit
aussi étre zéro :

> (PO —Py\NFD =0 (15.7)

7

15.0.4 calcul du moment de rotation

-]

(momentderotation) = *(dP/\ R) = e, (*R*) 7T d*%,

dz” /\ dz® /\ dzP = P 3y

G=¢,G e, =8m,T°"e, = 8T (15.27)
ou, en langage de composantes,
G = 8xTT (15.28)

15.0.5 conservation du moment de rotation |[..]
15.0.6 conservation du moment de rotation exprimé en forme différentielle

15.0.7 de la conservation du moment de rotation d la géométrodynamique d’Einstein : une ?



Quatriéme partie

LA THEORIE GEOMETRIQUE DE LA
GRAVITATION D’EINSTEIN

o7






Chapitre 16

Principe d’équivalence et mesure du
"champ gravitationnel”

16.1 vue d’ensemble

16.2 les lois de la physique dans un espace-temps courbé

Vpp =0 (16.1)
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Chapitre 17

Comment la masse-énergie génere la
courbe

17.1 conservation automatique de la source comme idée centrale dans
la formulation de I’équation du champ

17.2 conservation automatique de la source : une nécessité dynamique
17.3 constante cosmologique

17.4 la limite newtonienne

17.5 théorie axiomatique d’Einstein

17.6 "aucune géométrie préalable" : une caractéristique distinguant la
théorie d’Einstein d’autres théories de la gravité

17.7 un goiit de I’histoire de I’équation d’Einstein
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CHAPITRE 17. COMMENT LA MASSE-ENERGIE GENERE LA COURBE



Chapitre 18

Champs gravitationnels faibles

18.1 la théorie de la gravité linéarisée

A cause du langage géométrique et des abbréviations utilisées pour les écrire, les équations de champ d’Einstein,
G, = 811}, ne semblent presque pas étre des équations différentielles,?? La meilleure facon de voir qu’elels le
sont est de les appliquer aux situations de champ faible

Guv = Mpv + My By | < 1 (18.1)

, par exemple au systéme solaire, ol |hy,| ~ || S Mo /Re ~ 107%; ou & une onde gravitationnelle de propageant
a travers I'espace interstellaire.

Dans une situation de champ faible, on peut étendre les équations de champ en puissance de h,,, en utilisant
un systéme de coordonnées ot [I8.1]7 7 ; et sans trop de perte de précision, on peut garder seulement les termes
linéaires. 7?7 En fait, c’est précisément cette "théorie liénarisée" qu’on obtient quand on?? le champ classique cor-
respondant aux particules de mécanique quantique de (1) masse au repos nulle et (2) de spin 2 dans (3) un espace
temps plat ? 7. Les lecteurs du Track 2 ont déja exploré la théorie linéarisée?? 7.1 Elle venait alors sous le nom
alternatif, "théorie de gravité du champ tenseur dans un espace temps plat".

Ici Pattention se concentre sur la dérivation de la théorie linéarisée a partir de la relativité générale.

1
Mag = 50" (havs + hpva = hap) (18.2)
1
= §(ha“,5 + hﬂ”ﬁ — ha,@’u)

La second ligne ici introduit la convention, utilisées routinement quand on développe en puissances de h,,,,, que
les indices de hy, sont montés et descendus en utilisant n** et 1,,, pas g"” et g,,. Une linéarisation similaire du
tenseur de Ricci [ équation ?? | donne

Rp,u = Fa,u,l/,a - Fap,oz,u (183)

1 [eY [eY a
= E(hﬂf NZe’ + hV NI hNV,a - ha/“’)

h=h% =1"hag (18.4)

Apres une contraction supplémentaire de la forme R = g"YR,,, ~ n*¥ R, on trouve les équations d’Einstein,
- o
2G,,, = 1671, s’écrivent

Ppo® + hoan™ = huva® = P — N (hap®® — b g%) = 167T,, (18.5)
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Le nombre de termes a augmenté en passant de R, l} to G = Ry — % Guv R ( 18.5. , mais ce probleme peut

étre contré en définissant

= 1
hyw = hyw — imwh (18.6)

]

boite 18.1 dérivations de la relativité générale depuis le point de vue géométrique et le
point de vue de spin deux, comparé et contrasté

Ainsi G, = R, au premier ordre en hy,, et h,, = hy,; cest-a-dire hy, = hy, — %nﬂuh. Avec cette notation,
les équations de champ linéarisées deviennent

- }_luu,a “— nlwﬁa,ﬂ,aﬁ + }_Lua,au + }_Lua,a W 167TTMV (187)
[...] On peut imposer les conditions de jauge B
hte =0 (18.8)
Les équations de champ deviennent alors
o Bﬂu,a * = 167TTMV (18'9)
Les conditions de jauge (18.8]), les équations de champ (18.9]) et la définition de la métrique
_ 1 -
Guv = Nuv + h/LV = Nuv + h/ux - inlwh (1810)

sont les équations fondamentales de la théorie de la gravitation linéarisées dans la jauge de Lorentz.

K exercice 18.1 titre \

Rouyn = 8g;xg~ - % + FUVAF)\MN - FUHAFAHV
THop = 51 (Baw,p -+ Bave — hapo) = 3(Ra’’ 5+ Re* , — Rap™)
Ra,u,l/n = naaRopym = Nao [agm:‘/m - 8{9‘12“/ + FUV)\FAHK/ - FUNAFAMV} = Nao {agmgn - Bgmgy} + O(h2)
= qow% [%ngd)(hmﬁ,m + P — hﬁm,qﬁ)] _177010% [%7704)(}5;“25,1/ + hogu — hm/«b)] + OQ(hQ)
= 31 e (oo st~ Pa0)] = 1l e+ P~ )] + OU2)
= ? [h#avm’ + hﬁav#’/ - hl“‘”vyal’] T2 [h#a»’/"i + hzéa,,un - h;u/,om] + O(h )
=3 [hmx,uu - hp,/{,al/ - huoz,un + h,u,l/,om] + O(h )

1
2

ROL,U.I/K = [hﬁa,,uy + h;tu,ou—c - h,un,au - hl/oz,;u@] (181]—)

Ra’u’u’n’ = % [hﬁlal,ulyl + hu/l/’,oc’n’ — hulﬁlya/l// — hl/’a’,u//-c’]
= 3 [l AL (A A o) s + A A (A AL Bi) = AG AL (A A ). = A AL (AL A i) ]| =

\AQ,AZ,AZ,AO‘RWM J

/ boite 18.2 Transformations de jauge et transformationsde coordonnées dans la théorie \
linéarisée

linéarisée écrites dans n’importe quel systéeme de coordonnées qui est a peu pres globalement de Lorentz, sont

MBI et I8 :

G = Muv + hyws || <1




18.1. LA THEORIE DE LA GRAVITE LINEARISEE

“ - nl“’}_Laﬁ,aﬁ + }_L/wz,al/ + Bua,a w = 167TTIW

7h/w,o¢

Deux différents types de transformations de coordonnées connectent presque globalement les systémes
de Lorentz entre eux : les transformations globales de Lorentz, et les transformations infinitésimales
de coordonnées.

1. Transformations globales de Lorentz :
@” = A#a’xa y A#a’Ayﬁ’nuu = Na’'p’
Ceci transforme les coefficients de la métrique via

ozt Oz” L Av .
’I’,a/ﬁl —|— ho/@’ — ga’ﬁ’ — nguy = A CK/A B/(TIMV + h‘ﬂ”) = na’ﬂ’ +A a/A Blhﬂl/

Ainsi h,, - et de méme hy,, - de transforment comme des composantes d’un tenseur dans un
espace plat

h(x/ﬁ’ = Aua’AVﬁ/huy

2 transformations infinitésimales de coordonnées ( créations de? ?'ripples" dans le systéme de

coordonnées ) :
o (P) = 2 (P) +€1(2)

ou {H(Z) sont les quatre fonctions arbitraires suffisamment petites pour avoir |h,,, < 1].
Les transformations infinitésimales de cette sorte font des petits changements dans la forme
fonctionnelle de tout scalaire, vecteur, et champ de tenseurs. Fxemple : la température T est
une fonction uniquement de la position, T'(Z?) ; donc ? ?
[-]
Ces petits changements peuvent étre ignorés dans toutes les quantités, sauf pour la métrique,
ou les petites déviations a 7, contiennent toute l'information sur la gravité. La loi de transfor-
mation usuelle de tenseur pour la métrique

o o or o~
Gp'c! [.’L‘ (32)} = gu,,[x (y)]yaa/

une fois combiné avec la loi de transformation (7 ?) et avec

gw/[-ra(gz)} = Nuv + huu[xa<'@)]

révele que |..]
Ainsi les fonctions de perturbation de la métrique dans les nouvelles et anciennes systémes de
coordonnées sont reliés par

nouveau __ jancien
hHV - h/w - fu,l’ - 51«#

alors que les formes fonctionnelles de tous les autres scalaires, vecteurs et tenseurs sont inaltérés,
a la précision de la théorie linéarisée

B transformations de jauge et invariance de jauge. |[..]

nouveau __ pancien
wva T Ttuvaf
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Une telle invariance de jauge était déja garantie par le fait que R, g sont les composantes d'un

tenseur, et sont ainsi essentiellement les mém si elles sont calculées dans un repeére orthonormal
— g =3 A N _ ancien S A
9pp = TMuv, dans les vieilles coordonnées ou g, = 1y + hyp““", ou dans les nouvelles coordonnées
& J— nouveau

ol guy = N + huv

Comme le tenseur de Riemann, le tenseur d’Einstein et le tenseur stress-energie ne sont pas affectés
par des transformations de jauge. De 1a, Si on connait une solution particuliére h,, des équations de
champ linéarisées (¢ 2) pour un THY donné, on peut obtenir une autre solution qui décrit précisément
la méme situation physique ( toutes les observables restent inchangées ) par le changement de jauge
(?72), dans lequel chaque &, sont 4 fonctions arbitraires mais petites

C Jauge de Lorentz |..]

\ D systémes de coordonnées curvilinéaires |..] J

(-]

Ainsi, conclure que le plus général élément de ligne relativiste , précis a 'ordre linéarisé, est :
ds* = —(1 — 2M/r)dt* + (1 +2M/r) (dr® + r2d6* + r’sin*0d¢?)

(-]

18.2 ondes gravitationnelles

Les conditions de jauge et les équations de champ (|18.8| ) de la théorie linéarisée ... aux équations de la
théorie électromagnétique en jauge de Lorentz et espace-temps plat,

A%, =0 (18.12)

)

— AF 2 = 4g gt (18.13)

Elles different seulement dans 'index ajouté (h*” contre A*, TH” contre J*. [..]

Par exemple, les équations de champ doivent avoir des solutions du type ondes gravitationnelles. L’analogue
de 'onde plane électromagnétique

AT = A%(t —z), AY=AY(t—2z2), A*=0, A"=0

sera ’onde gravitationnelle plane

R = h®(t — z), h® = h®™(t —z), h¥Y =h¥%(t —2z), h"° = h** =0, pour tout u (18.14)

-]

18.3 effet de la gravité sur la matiere

Les effets des champs gravitationnels faibles sur la matiere peut étre calculé en utilisant la métrique linéarisée
([18.1] ) et les symboles de Christoffel ( ) dans les équations du déplacement approprié - cad dans I’équation
géodésique ( pour le déplacement des particules ou de rayons lumineux ), dans les équations hydrodynamiques (
pour un fluide ), dans les équations de Maxwell ( pour les ondes électromagnétiques ), ou dans I’équation VT =0
pour me tenseur stress-énergie total de quelques champs et matiere qui peut étre présent.

De la méme fagon que les équations électromagnétiques ([18.12} [18.13]) garantissent la conservation de la charge

Jh, = 0,/ JOt,2)dx dy dz = Q = const,
’ tout l'espace

de la méme fagon les équations gravitationnelles( ) garantissent la conservation du 4-quantité de
mouvement et du moment angulaire de n’importe quel corps entouré de vide :
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T, =0 (18.15)

fcorps THO(t, z)dzdydz = P* = const (18.16)
(z*TPr — 2PTH) |, =0 (18.17)

Soonps (@TP0 — 2P T0)dadydz = J*F = const (18.18)

( voir ?? pour les propriétés basiques du moment angulaire en relativité spéciale. Le moment angulaire ici est
calculé relativement & lorigine du systéme de coordonnées.) Maintenant il est important que les composantes du
stress-energie TH”, qui apparait dans les équations de champ linéarisées ( [18.7]) et dans ces lois de conservation,
sont précisément les composantes que I'on calculerait en relativité restreinte ( avec g, = n,.). Le résultat est que la
conservation de ’énergie-momentum formulée ici ne contient aucune contribution ou effet de la gravité! De cela on
voit que la théorie linéarisée suppose que les forces gravitationnelles ne font aucun travail significatif. Par exemple,
I’énergie perdue due aux forces d’amortissement ? 7 sont négligées dans la théorie linéarisée. De maniere similaire, la
conservation du 4-momentum P* pour chacun des corps agissant comme source de h,, signifie que chaque corps se
délace sur une géodésique de 7, ( lignes droites dans le systéme approchant ?? de coordonnées de Lorentz ) plutdt
que sur une géodésique de g, = My + hyy. Ainsi la théorie linéarisée peut étre utilisées pour calculer le déplacement
des particules tests et des champs, en utilisant g,, = 7, + hy ; mais pour inclure les corrections gravitationnelles
au déplacement des sources elles-mémes- pour leur permettre de satisfaire 7#" ., = 0 plutét que 7" , = 0 - on
doit réinsérer dans les équations de champ les termes non linéaires que la théorie linéarisées a rejetés. ( voir par
exemple, le chapitre 20] sur les lois de conservation ; [36.9] [36.10} [36.11] sur la génération d’ondes gravitationnelles
et ?7; et 39 sur Papproximation post-newtonienne

18.4 champs gravitationnels a peu pres newtonien

La métrique correspondante [I8.10] est
ds® = —(1 +2®)dt* + (1 — 2®)(da? + dy® + dz?) = —(1 — 2M /r)dt* + (1 +2M/r)(dz* + dy® 4+ dz*)  (18.19)

loin de la source

Les erreurs dans cette métrique sont : (1) corrections manquantes de 'ordre ®? due aux non linéarités que la
théorie linéarisée a oubliées; (2) les corrections manquantes due 4?? ho; = 0 ( ils sont de l'ordre de hg; ~ ®v ou
v ~ |To;|/Too est une vitesse typique dans la source ); (3) les corrections manquantes due 4?? hj; = 0 [ ils sont de
lordre hji ~ ®(|T;1|/Too)]. Dans le systéme solaire toutes ces erreurs sont ~ 107'2, tandis que ® ~ 1076.

Une correspondance passive avec la théorie newtonienne exige seulement que goo = —(1 + 29); ...

exercice 18.6 : déviation de la lumiére par le soleil A une haute précision, le soleil est statique et sphérique,
donc son élément de ligne externe est ([I8.19) avec ® = —M/r , cad

ds? = —(1 — 2M/r)dt? + (1 + 2M/r)(dz? + dy? + d=?) (18.20)

partout en dehors du soleil.
Un photon se déplacant dans le plan équatorial (z=0) de cet espace-temps courbé est dévié trés légerement de
sa ligne d’univers

x =t,y = b = "parametre d’impact"',z =0 (18.21)

Calcule la quantité de déviation de la fagon suivante. (a) Ecris I’équation de la géodésique pour la ligne
d’univers du photon,

dp®
dX*
[ici p = d/dN\*=(4-quantité de mouvement du photon)=(vecteur tangent a la géodésique nulle du photon).]
(b) en évaluant les coefficients de connection dans le plan équatorial, et en utilisant les valeurs approximées,
Ip”| < p° =~ p® des composantes du 4-quantité de mouvement correspondant & la ligne d’univers approximée
montre que

+T%,p7p" = (18.22)
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dp” —2Mb L dr 0 M M
Nr 73 L o302P = 1 _— )| = 1
v T @yl et TP o\ % const |1 +0{ 3

(c) intégre cette équation pour p”, en supposant que p¥ =0 & x = —oo ( le photon se déplace précisément dans
sa direction x initiale ); ainsi??

, AM
p'(z = +o0) = ——=p"

(d) montre que cela correspond & la déviation de la lumiére d’un angle

A® = 4M/b=1".75(Rg/b) (18.23)



Chapitre 19

Masse et moment angulaire d’un
systeme gravitationnel

19.1 champ externe d’une source faible gravitante
19.2 mesure de la masse et du moment angulaire
19.3 masse et moment angulaire de sources entierement relativistes

19.4 masse et moment angulaire d’un univers fermé

69



70

CHAPITRE 19. MASSE ET MOMENT ANGULAIRE D’UN SYSTEME GRAVITATIONNEL



Chapitre 20

Lois de conservation du 4-momentum et
du moment angulaire

20.1 e
20.2 o
203 e
204 o
20.5 e
20.6 20.6
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72 CHAPITRE 20. LOIS DE CONSERVATION DU 4-MOMENTUM ET DU MOMENT ANGULAIRE



Chapitre 21

PRINCIPE DE VARIATION ET ...

21.1 La dynamique nécessite initial-value data

Aucun plan ? ? pour prévoir la dynamique de la géométrie ne pourrait étre en méme temps plus faux et plus vrai
que ceci : "Etant donnée la distribution de la masse-énergie ; alors résoud 1’équation d’Einstein du second ordre,

G = 87T (21.1)

pour la géométrie." Donne la distribution de la masse-énergie dans l’espace-temps puis résoud pour trouver
la géométrie d’esace-temps? Non. Etant donné les champs qui génere la masse énergie, et le taux temporel de
changement ? 7, et étant donnée la 3-géométrie de l’espace et son taux temporel de changement, tous en méme
temps, et résoud la 4-géométrie & ce moment ? Oui. Et seulement ensuite [...] Afin de déterminer quelles sont les
valeurs initiales & donner, on ne trouve de guide plus utile que le principe de variation de Hilbert,

I= /2d4x = /L(fg)1/2d4x = /Ld(4 — volumepropre) = extremum (21.2)

ou la variante Arnowitt-Deser-Misner ("ADM") (§21.6) et les généralisations?? [...] La fonction de Lagrange L (
fonction scalaire ) de la densité Lagrangienne £ = (—g)'/2L ( quantité & étre intégrée sur un volume de coordon-
nées?? ) est construite sur la seule géométrie, quand on s’occupe de 'espace courbé vide, mais les champs sont
habituellement présents aussi, et contribuent aussi au Lagrangien ; ainsi,

L= 2920‘“ + Scf)amp = (_g)l/L; L= Lgeom + Lchamp (213)

[...] Dans 'exemple le plus élémentaire, exemple de I’application d’un principe d’action en mécanique, ot on écrit

x,t
I= / L(dx/dt,z,t)dt (21.4)

/)t/
et on extrémise l'intégrale, on sait déja que la résultante "longueur dynamique du chemin' ou "phase dynamique",

ou "action",
S(l‘,t) = lextremum (215)

est une quantité importante, non seulemnt parce que elle donne ( & un facteur 7% ) la phase de la fonction d’onde
de la mécanique quantique. De plus, la taux de changement de cette fonction d’action avec la position est ce qu'on
appelle moment,

p=0S(x,t)/0x; (21.6)
et ( Popposé du ) le taux de variation avec le temps donne ’énergie ( Figure 21.1),
E = -05(x,t)/0t; (21.7)
et la relation entre ces deux??
E =H(p,z) (21.8)
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appelée "relation de dispersion" ou appelée comme on veut, est le sujet central de la mécanique. En travaillant

avec la dynamique de la géométrie dans la formulation Arnowitt—Deser—Misner,E on trouve commode de penser aux
quantités spécifiées

1. Remarque historique. Personne ne sait [...] Lorem ipsum dolor sit amet, consectetur adipiscing elit. Integer sed placerat arcu.
Donec auctor dolor eget leo scelerisque mollis. Nullam vitae augue lectus, ac cursus lacus. Duis non pretium tellus. Quisque sit amet
ornare libero. Suspendisse ante nulla, mattis lobortis ultrices quis, rutrum ut libero. Lorem ipsum dolor sit amet, consectetur adipiscing
elit. Quisque et semper sem. Vivamus quis augue id erat ultrices gravida a in est. Duis quam velit, vehicula eu tincidunt a, consectetur
tincidunt felis. Sed sit amet consectetur magna. Donec turpis leo, feugiat id semper ac, molestie id eros. Nullam ut turpis nisl. Mauris
et sapien nunc.

Suspendisse potenti. Morbi tempus tempus facilisis. Nulla in sem tempus justo viverra rhoncus. Etiam turpis dolor, bibendum
sit amet rhoncus ac, mattis eu arcu. Aliquam erat volutpat. Lorem ipsum dolor sit amet, consectetur adipiscing elit. Mauris suscipit
bibendum quam, in pellentesque nisl tincidunt vitae. Nam consequat pulvinar nisi, ac dignissim tortor lobortis non. Pellentesque placerat
congue pulvinar. Curabitur sagittis sem ipsum, eget ornare neque. Nam lobortis, nisi sed rutrum consectetur, tortor sapien scelerisque
sapien, in vulputate sem diam sed odio. Phasellus adipiscing posuere arcu at sollicitudin. Nulla facilisi. Integer ornare eleifend orci, sed
adipiscing velit faucibus quis. Vestibulum eros justo, accumsan at ultricies et, euismod a arcu. Maecenas commodo, massa at hendrerit
mollis, nisl felis congue dolor, eu ornare tellus neque eu risus. Aenean tincidunt, ligula quis porta lacinia, mi leo consectetur nibh, eget
ultrices nulla orci sed lorem. Vestibulum quis ipsum tortor, vitae accumsan nisl. Nunc dolor risus, dapibus et aliquam eget, scelerisque
at ligula. Aliquam eget sapien at risus tincidunt feugiat in quis tellus. Suspendisse eget lacus ut purus faucibus lobortis. Pellentesque
eleifend, tellus sed ultrices hendrerit, lorem neque tincidunt sapien, quis viverra felis purus quis justo. Etiam rhoncus enim pellentesque
lacus porta dapibus. Vestibulum velit mauris, pellentesque at porta non, feugiat eget nisi. Mauris commodo egestas rutrum. In enim
justo, adipiscing quis luctus eget, scelerisque non orci. Nam scelerisque, quam ac dapibus vestibulum, lacus turpis sagittis libero, ac
congue elit tortor nec nulla. Praesent pulvinar vulputate ipsum at convallis. Cras rutrum venenatis interdum. Class aptent taciti sociosqu
ad litora torquent per conubia nostra, per inceptos himenaeos. Aliquam ut magna odio. Maecenas ac dolor ac orci placerat malesuada
non a massa. Sed venenatis velit non est rhoncus interdum. Phasellus luctus imperdiet eros ut gravida. Cras enim tortor, fringilla at
laoreet commodo, ultricies ut tortor. Sed id nunc sed mi lacinia dictum. Integer facilisis libero sit amet justo cursus eu venenatis leo
condimentum. Phasellus posuere, orci et fringilla tristique, ipsum lectus feugiat sem, nec pretium massa odio ullamcorper erat. Quisque
bibendum semper metus at consectetur. Integer gravida, eros nec vehicula imperdiet, purus dui placerat velit, at lacinia neque metus
auctor lacus. Maecenas mattis laoreet scelerisque. Vestibulum urna turpis, tristique vel commodo nec,



21.1. LA DYNAMIQUE NECESSITE INITIAL-VALUE DATA
Figure 21.1 La quantité de mouvement et (I'opposé de ) Iénergie vus comme le

taux de variation de "la phase dynamique" ou "action",

extremum z,t .
S(Z‘,t) = ewtremum(x;t) (valueof) fxr/;/ L(J?,.’L’,t)dt (1)
... ainsi,

0S = pdx — Edt (2)

La variation de I'intégrale I en fonction des variations de ’histoire le long du chemin,
0x(t), est déja zéro en raison de I'optimisation historique???; alors la seule variation
qui prend place est

88 = Lentremum = Lz, i, )0t + [2, 5Ldt = Lot + [5" 27" (3L 4 OLgg)dt =

z’ t! z’ t!
Lot + (3 Az + [55371(9L — 4915y (3)

Quand on contemple seulement un changement dans les coordonnnées ( x,t ) du
point final ( changement de I'histoire de OB a4 OL on a Az = dx. Quand on fait
seulement un changement §t au point final ( changement de I'histoire de OB a OG),
on a Az =( indicateur de changement de 8 & ) = —idt. Pour la variation générale
du point final, on a ainsi Az = dz — 6t et

65 =9L — (&9 — L) dt. (4)

F1GUre 21.1 — figure 21.1

On conclue que la "relation de dispersion" est obtenue en prenaant les relations [ comparez (2) et (4)

(tauzdechangementdelaphasedynamiqueaveclaposition) = (quantitédemouvement) = p = % (5) et

oL

— (tauxdechangementdelaphasedynamiqueavecletemps) = (énergie) = E = i3z — L (6)

et en éliminant & [ résoud (5) pour & et substitue cette valeur de & dans (6)]; ainsi
E=H(p,xz,t) (7)ou -2 = H(ZE z,t) (8) [...]
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comme étant la 3-géométrie ¥ & de I'hypersurface initiale de type espace et la 3-géométrie (3@ de Phypersurface

finale de type espace.On envisage l'intégrale d’action comme extrémisée en fonction du choix de I'espace-temps qui
remplis le "sandwich" entre ces deux faces. Si on a ainsi déterminé lespace-temps, on a automatiquement, par cet
acte, déterminé la séparation en temps propre des deux hypersurfaces. Il n’y a pas de variable de temps additionnelle
& apporter ou & considérer. ? ? Le seul concept (¥ & prend ainsin la place en geometrodynamique des deux quantités
x,t de la dynmaique des particules. L’action S qui ici dépend de x et t dépend ici de la 3-géométrie de la face du
sandwich ; ainsi

S = S(®) (21.9)

Un changement dans la 3-géométrie change l’action. La quantité de changement dans l’action par changement
élémentaire dans la 3-géométrie définit la "quantité de mouvement du champ" 7,7, conjuguée & la coordonnée de
champ géométrodynamique g;;, selon la formule

68 = / T we00id°x (21.10)

En comparant cette équation a la formulation canonique de la géométridynamique de Arnowitt, Deser et Misner
( ADM ) avec l'expression du changement de l’action avec la variation du point final en mécanique élémentaire,

08 = péx — Edt (21.11)

, [--.] Ainsi la "relation de dispersion" qui connecte les taux de variation de ’action en fonction de plusieurs variations
que l'on fait dans les "coordonnées de champ" de la 3-géométrie prend la forme

A7, gmn) =0 (21.12)

avec le E-terme de (21.8) égale a zéro ( détails en §21.7). [...] La différence entre un hamiltonien et un super-
Hamiltonien [ voir par exemple, Kramers (1957)] n’est montrée nulle part plus clairement que dans le probléme
d’une particule chargée se déplacant dans un esace-temps plat sous l'influence du champ dérivé du 4-potentiel
électromagnétique A, (z*). Le traitement Hamiltonien dérive I’équation du mouvement du principe d’action, 0 =

=6/ [pidd—f - H(pj,xk,t)] dt avec
e .. e e 1/2
H=-—-o+ [mQ +n" (pi + *Ai> (pj + *Aj)}
c c c
L’analyse super-hamiltonienne obtient les équations de déplacement du principe d’action
dat
0=0I'= 5/ p#i — 9(pa,2?)| dX
dA
Ici le super-hamiltonien est donné par ’expression

9(pa,2”) = % [mz + (pu + ZA“) (py + %Ay)}

. Le principe variationnel donne les équations d’Hamilton pour le taux de variation dz®/dA = 09/0p, dpg/dX =

—09/02" [...]



21.2. LE PRINCIPE D’ACTION DE HILBERT ET LA METHODE DE VARIATION DE PALATINI
21.2 LE PRINCIPE D’ACTION DE HILBERT ET LA METHODE

DE VARIATION DE PALATINI
]

Lgeom = (1/167) R, (21.13)

( Remplacez 1/167 par ¢®/167G [...] ou divisez par h ~ L*? pour convertir de la phase dynamique, avec les unitésde
Paction, & la phase actuelle de la fonction d’onde, avec les unités en radian) Ici (Y R est la courbure scalaire invariante
en quatre dimension, [...] Ce principe d’action ne contient que les dérivées secondes des coefficients de la métrique.|...]
ainsi, pour étre invariant, Lyeom doit étreune valeur undépendante du choix d’un systéme de coordonnées.|...] @R
est le seul de ces 14 quantités qui est linéaire pour les dérivées secondes des coefficients de la métrique. [...] Alors
x(t) et p(t) de viennent deux fonctions indépendantes ajustables dans un nouveau principe de variation

I= /i/ {p(t) dflit) — H(p(t),z(t),t)| dt = extremum (21.14)

[...] Pour exprimer le principe de variation de Hilbert en termes de F,’)V et ¢®P considérées comme les fonctions
primordiales de t,x,y,z notons que la densité Lagrangienne est

Loeom(—9)"/% = (1/16m) D R(—g)"* = (1/167)g"" Ros(—g)'/? (21.15)
]
ou
R,,.5=0Tag/0xt — O}, /02" + 15,15 —Tasl7, (21.17)
0= 61 = (1/16m) / 519 Ras(—g)V/2)d"z + / SIL picta(—g) 2% (21.18)

(21.19)

o= 0z Ox” N ar 1 927
aB " 9T 9% 9B PxadzP | O



Taux de variation de ’action en fonction
de la coordonnée dynamique(="quantité
de mouvement") et avec le temps, et la
relation de dispersion (="hamiltonien")
qui se connectent en mécanique des
particules et en électrodynamique ? 7

prologue]...]

En mécanique des particules on considére que lhistoire x=x(t) est ajustable entre les points (x',t’) et
(x,t) et on les fait varier pour extrémiser lintégrale I = [ L(z,&,t)dt prise entre ces deux limites.
Exprimé en termes de coordonnées et momenta ( voir Figure

21.1), l'intégrale a la forme

[ / i — H(p, z, t)]dt(1)

ot x(t) est toujours la fonction a faire varier et p est seulement
uen abbréviation pour une certaine fonction de x et & ; ainsi,
p = 0L(x,&,t)/0&. Vue de cette fagon, la variation dp(¢) du
momentum est gFouvernée par, et est seulement un reflet de,
la, variation dx(t).

1.Le momentum traité comme une variable indé-
pendante Il existe miraculeusement, cependant, une autre
voie pour voir le probléeme ( voir écart ). On peut regar-
der x(t) et p(t) comme deux fonctions tout & fait décorré-
lées et ajustables indépendamment. On abandonne la formule
p = 0L(z,,t)/0%, seulement pour la retrouver, ou son équi-
valent, de la nouvelle version "indépendance des coordonnées
et du momentum" du principe de variation. La variation de
(1), comme définit et calculée de cette fagon, devient[’]

- z7t7 OH OH
etz [ (- Yo (o 2 )]
pox|, o ap ) P P (2)

Exigeons que le coefficient de dp s’évanouisse et on a la nou-
velle version cherchée,

0H (p,x,t)
op 78

T =

a. pt = pxr — xzp??

FIGURE 21.2 — figure 21.1




Boite 21.1 ( suite )

de la vieille relation, p = L(z, &,t)/0%, entre le momentum et la vitesse. La disparition du coefficient de dx donne

I’équation de Hamilton,
OH (p, z,t)

D= T’(g)

équivalent dans son contenu a 1’équation de déplacement de Lagrange

d OL oL
prip PRl SIS

]

2. Laction comme un outil pour trouver la relation de dispersion

Note S(z,t) "action', ou extremale valeur de I, pour I'histoire classique qui commence avec (z',t') et finit avec
(z,t) (=h fois la phasede I'onde de de Broglie ). Changer les points finaux en (z + dx,t) fait le changement dans
I’action

38 = pdz.(5)

Ainsi le momentum est "le taux de changement de ’action avec la coordonnée dynamique." Changer le point final
en

(z + 8z, ¢+ 6t) = ([z + &6t] + [6x — &), t + 5t)(6)

fait le changement dans I’action
0S = p[dx — z6t] + Lot = pdx — Ht.(7)

Ainsi 'hamiltonien est I'opposé du "taux de changement de 'action avec le temps". En terme d’hamiltonien H =
H(p, z), "la relation de dispersion" de 'onde de Broglie devient

aS aS
——=H|—,z
ot ox
Dans la dérivation ? ? de cette relation de dispersion, on peut ? ? p(t) et x(¢) comme des quantités variant indépen-
damment, et dériver le résultat en a peine
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Boite 21.1 ( suite )

plus d’un pas & aprtir de la définition I = [ L(z, &,t)dt. De maniére similaire en électrodynamique. ;; B analogue
de la méthode Palatini en électrodynamique.

80




21.3. 3 ASPECTS DE LA GEOMETRIE : EN IMAGES, ABSTRAITE, EN TERME DE COMPOSANTES ~ 81
21.3 3 aspects de la géométrie : en images, abstraite, en terme de

composantes
21.4 Algebre tensorielle en espace-temps courbé

21.5 Transport parallele, dérivée covariante, coefficients de connexion,
géodésiques

21.6 Repere de Lorentz local : discussion mathématique

21.7 Déviation géodésique et le tenseur de courbure de riemann
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Chapitre 22

Thermodynamique, hydrodynamique,
electrodynamique, optique géométrique
et théorie cinétique

22.1 le pourquoi de ce chapitre

22.2 thermodynamique en espace-temps courbé
22.3 hydrodynamique en espace-temps courbé
22.4 électrodynamique en espace-temps courbé
22.5 optique géométrique en espace-temps courbé

22.6 théorie cinétique en espace-temps courbé
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Cinquieme partie

ETOILES RELATIVISTES
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Chapitre 23

Etoiles sphériques

23.1 prologue
23.2 coordonnées et métrique pour un systeme sphérique statique

23.3 interprétation physique des coordonnées de Schwarzschild

En relativité générale, parce que 'utilisation de coordonnées arbitraires est permise, la signification physique de
I’expression a propos des composantes de tenseur et vecteur et autres quantités n’est pas évident. Il y a cependant
quelques situations ou 'interprétation est presque aussi directe qu’en relativité restreinte. L’exemple le plus évident
est le point central d’un systeme inertiel local de coordonnées, ou le principe d’équivalence nous permet de traiter
toutes les quantités locales ( quantités non impliquées dans le courbure d’espace-temps ) exactement comme en
relativité restreinte. Les coordonnées de Schwarzschild pour un systéme sphérique produit 7 7 un second exemple.

Notre premieére réaction en rencontrant une nouvelle métrique devrait étre de I’examiner, pas dans le but d’ap-
prendre sur le champ gravitationnel, pour lequel le tenseur de courbure est plus directement informatif, mais pour
apprendre sur les coordonnées ( Sont-elles, par exemple, localement inertiel sur un point ? )

Les noms donnés aux coordonnées sont pas de signification intrinséque. Une transformation de coordonnées
t'=0,r" = ¢,0 =r,¢ =t est parfaitement permise, et n’a pas d’influence sur la physique ou les mathématiques
d’un probléme relativiste. La seule chose qu’il affecte est une communication facile entre I'investigateur qui 'adopte
et ses collegues. Ainsi les noms trf¢ pour les coordonnées de Schwarzschild ([23.7]) donne un [...] En particulier, les
noms 6, ¢ sont justifiés par le fait que sur chaque surface & deux dimensions de r et ¢ constants, la distance entre
deux événements proches est donnée par ds? = r2dQ?, comme il convient aux coordonnées standards 6, ¢ sur une
sphere de rayon r. La surface de la sphére a deux dimensions est clairement

A= /(rdﬁ)(rsm@d(b) = 47r? (23.9)
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88 CHAPITRE 23. ETOILES SPHERIQUES
de 13, la métrique (??) dit comment mesurer la coordonnée r qu’il utilise. On peut simplement mesurer ( en

unités de temps propre ) l'aire A de la sphére, composée de tous les points équivalent rotationnellement au point
Zpour laquelle la valeur r(Z?) est désirée; et on peut alors calculer

(P) = < aire de la sphere /47r)

a travers le point &

[...] Cela rend plus difficile de concevoir une machine pour mesurer ¢ que pour mesurer , 6, ¢. [...] La discussion de
dessus identifie les coordonnées de Schwarzschild de ’équation (??) par leurs propriétés géométriques intrinséques.
Non seulement r et ¢t sont des variables radiales et de temps , respectivement ( 9/0r et /0t sont de types espace et
temps, respectivement, et sont orthogonaux aux sphéres définies par une symétrie rotationnelle ), mais ils ont des
propriétés particulieres | 4mr?=aire de la surface, dg,, /0t = 0; 8/0r - 0/0t = g+ = 0; /0t - 0/0t = gy = —1 &
r = 00 | qui les distingue des autres choix possibles de coordonnées [ ' = f(r); t' =t + F(r)]. [...] Elle procurent
un choix qui est raisonnable, non ambigiie, utile et souvent utilisé.

23.4 description de la matiere a ’intérieur d’une étoile

A une trés grande précision, la matiére & 'intérieur de n’importe quelle étoile est un fluide parfait. [..] sont
négligeables, et le transport d’énergie est négligeable sur une "échelle de temps hydrodynamique"). Ainsi, il est
raisonnable ? 7 de décrire la matiére par les parametres d’un fluide parfait :[..]

23.5 équations de structure

(23.10)
(23.11)
(23.12)
(23.13)
(23.14)
(23.15)
(23.16)
(23.17)
(23.18)
(23.19)
(23.20)
(23.21)
(23.22)
(23.23)

(23.24)
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23.6 champ gravitationnel externe

23.6.1 aa

Au dehors d’une étoile la densité et la pression s’évanouissent, donc seulement les parametres métriques @ et
I' = —1in(1—2m/r) ont besoin d’étre considérés. De I'équation (23.19) on voit que "la masse a I'intérieur du rayon
r,"m(r) reste constante pour des valeurs de r plus grande que R ( en dehors de I’étoile ). Sa valeur constante est

notée par M :
m(r) = M pour r>R ( cad au dehors de 1’étoile) (23.25)

En intégrant ’équation 23.21 avec p = 0 et m = M, et en imposant la condition aux limites 23.10 sur ¢ a r = inf
("normalisation de 1’échelle de temps & r = inf"), on trouve

O(r) = %ln(l —2M/r) pour r>R (23.26)

En conséquence, a l'extérieur de I’étoile la géométrie d’espace-temps 23.7 devient

2M dr?
ds? = —(1— Zyarr + — &

2 2 -2 2
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Chapitre 24

Pulsars et étoiles a neutrons; quasars et
étoiles supermassives

24.1 vue d’ensemble

24.2 le point final de I’évolution stellaire

24.3 pulsars

24.4 étoiles supermassives et instabilités stellaires
24.5 quasars et explosions dans un noyau galactique

24.6 groupes d’étoiles relativistes
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Chapitre 25

Le "pic dans le potentiel" comme ? 7 du
déplacement en géomeétrie de

Schwarzschild

25.1 Des lois de Kepler au potentiel effectif pour le déplacement dans
la géométrie de Schwarzschild

M = w?a®
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94CHAPITRE 25. LE "PIC DANS LE POTENTIEL" COMME ? ? DU DEPLACEMENT EN GEOMETRIE DE SCHWAR
25.2 symétries et lois de conservation

25.3 quantités conservées pour le déplacement en géométrie de Schwarz-
schild

25.4 déplacement vers le rouge gravitationnel

25.5 orbites des particules

dr\? - .
(T> +V2(r) = B2 (25.16)
ott V est "le potentiel effectif" définit par

V2(r) = (1 —2M/r)(1+ L?/1?)

25.6 orbite d’un photon, neutrino, ou graviton en géométrie de Schwarz-
schild

25.7 groupe d’étoiles sphériques



Chapitre 26

Pulsations stellaires

26.1 MOTIVATION

26.2 préparer le probleme

Le systéme a analyser est une sphere de fluide parfait, pulsant radialement avec une tres petite amplitude.
Pour analyser les puslations on a besoin (a) des équations exacte qui gouvernent la configuration d’équilibre autour
desquelles ? 7 la sphere pulse; (b) d’un systéme de cordonnées pour la sphére vibrante qui se réduit ,pour une
amplitude de pulsation nulle, aux coordonnées standard de Schwartzschild de la sphére d’équilibre ; (c) un ensemble
de petites fonctions décrivant la pulsation ( déplacement radiale et vitesse, pression et perturbations de densité,
variations au premier ordre des coefficients métriques),??; et (d) un ensemble d’équations gouvernant I’évolution
de ces "fonctions perturbatives'.

26.2.1  configuration d’équilibre

Les équations de structure pour 1’équilibre de la spheére sont celles résumées au §23.7. Cela sera utile de les
réécrire ici, avec quelques changements de notation ( utilisation de indice "o" pour noter la "configuration non
perturbée’ ; utilisation de A = —3in(1 + 2m/r) & la place de m dans toutes les équations; utilisation d’un prime

pour noter les dérivées en fonction de r ) :

ds? = —e2®0qt? 4+ Mo dr? 1+ 12(d6? + sin®0d¢?) (26.1)
Ay = %(1 — e280) 4 47 pge?ho (26.2)

p;) = —(po +P0)‘I’:) (26.3)

(I>£) = —%(1 — eQAO) + 4mrpye?ho (26.4)

26.2.2  coordonnées pour une configuration perturbée

La sphere de gaz pulse d’une fagon radiale, c-a-d, de symétrie sphérique. En conséquence, sa géométrie d’espace-
temps doit étre sphérique. Dans la boite 23.3 il est montré que pour n’importe quel espace-temps sphérique, qu’elle
soit dynamique ou statique, on peut introduire les coordonnées de Schwartzschild avec un élément de ligne

ds® = —*Pdt* + 2 dr® 4 r?(d6* + sin*0d¢?) (26.5)
O =P(t,r), A = A(t,r). On utilise ces coordonnées pour la sphére pulsante parce qu’elles se réduisent aux coordon-
nées non perturbées quand les pulsations ont une amplitude nulle.

26.2.3 les fonctions de perturbation

Quand les pulsations ont des amplitudes tres petites, les coefficients de métrique, ® et A, et les variables thermo-
dynamiques p, p, et n mesurés dans le repére du fluide au repos, sont trés proches de leurs valeurs non perturbées.
Notons par 6® ,6A, ép, dp, et dn les perturbations ? 7
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96 CHAPITRE 26. PULSATIONS STELLAIRES

O(t,r) = Po(r) + 0P(t, 1) (26.6)
A(t,r) = Ao(r) + 0A(¢, ) (26.7)
p(t,r) = po(r) + op(t,r) (26.8)
p(t,r) = po(r) +dp(t,r) (26.9)
n(t,r) =no(r) + on(t,r) (26.10)

En plus de §®, 6A, dp, dp, et on, une fonction supplémentaire de perturbation est nécessairep our décrire les
pulsations : le déplacement radial £ du fluide par rapport & sa position d’équilibre :

Un élément de fluide placé a la coordonnée radiale r
dans la configuration non perturbée est déplacée a la
coordonnée radiale r + £(r,t) & la coordonnée de
temps t dans la vibration de configuration ? 7.

Pour faire ’analyse des pulsations ? 7, toutes les équations seront linéarisées pour mes fonctions de perturbations
xi, 0O J0A, dp, dp, et on.
26.2.4 Equations d’évolution

L’évolution des fonctions de perturbation en fonction du temps sera gouvernée par les équations du champ d’Ein-
stein, la loi locale de conservation de 1’énergie-quantité de mouvement Vo7 = 0, et les lois de la thermodynamique -
toutes linéarisées de maniere appropriées. L’analyse a partir de la n’est rien d’autre que la réduction de ces équations
en une ’forme utilisable’. Bien sur, la réduction sera effectuée plus efficacement si on sait par avance quelle forme on
recherche. Le but dans ce calcul et dans de nombreux calculs similaires est simple : (1) obtenir un set d’équations
dynamiques pour les vrais 7 ? degrés de liberté dynamiques ( seulement le déplacement du fluide £ dans ce cas; le
déplacement du fluide et les amplitudes des ondes gravitationnelles dans un cas non sphérique, ou les ondes sont
possible) ; et (2) obtenir un set d’égquations aux valeurs initiales exprimant les fonctions de perturbation?? ( d®
LA, 0p, dp, et dn dans ce cas) en terme de du degré de liberté dynamique ().

26.3 PERTURBATIONS EULERIENNES CONTRE PERTURBATIONS
LAGRANGIENNES

Avant de dériver

26.4 EQUATIONS AUX VALEURS INITIALES
26.5 EQUATION DE LA DYNAMIQUE ET CONDITIONS AUX BORNE
26.6 RESUME DES RESULTATS

Si un déplacement initial du fluide, (¢ = 0,r), [..], alors son évolution subséquente £(t,r) peut étre calculée en
intégrant 'équation de la dynamique(26.19) ; et la forme de la pression, de la densité, et les perturbations métriques
peuvent étre caculées a partir de £(¢,7) en utilisant les équations aux valeurs initiales (26.9), (26.11), (26.15) et
(26.16).

Plusieurs conséquences importantes de ces résultats sont explorés dans les boites 26.1 et 26.2.



Sixieme partie

L’UNIVERS
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Chapitre 27

Cosmologies idéalisées

27.1 TP’homogénéité et I’isotropie de 'univers

27.2 contenu stress-énergie de 'univers - I’idéalisation du fluide
27.3 implications géométriques de I’homogénéité et ’isotropie
27.4 comoving. systéme de coordonnées synchrone pour 'univers
27.5 le facteur d’expansion

27.6 3-géométrie possible pour une hypersurface d’homogénéité
27.7 équations du déplacement pour le fluide

27.8 les équations de champ d’Einstein

27.9 parametres de temps et constante de Hubble

27.10 la cosmologie élémentaire de Friedmann d’un univers fermé

27.11 modeles d’univers homogeénes et isotropiques qui viole la concep-
tion d’Einstein de la cosmologie

99



100 CHAPITRE 27. COSMOLOGIES IDEALISEES



Chapitre 28

Evolution de ''univers jusqu’a son état
présent

28.1 le modele standard de 'unviers
28.2 le modele standard modifié pour le chaos primordial
28.3 Qu’est-ce qui a précédé la singularité initiale

28.4 autres théories cosmologiques
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Chapitre 29

Etat présent et évolution de 'univers

29.1 parametres qui déterminent le destin de 'univers
29.2 décalage vers le rouge cosmologique

29.3 larelation distance-décalage vers le rouge : mesure de la constante
de Hubble

29.4 la relation magnitude-décalage vers le rouge : mesure du para-
metre de décélération

29.5 recherche de "effet lentille" de I’univers
29.6 densité de I'univers aujourd’hui

29.7 résumé de la connaissance actuelle a propos des parametres cos-
mologiques
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Chapitre 30

Cosmologies anisotropiques et
inhomogenes

30.1 pourquoi 'univers est-il si homogeéne et isotropique ?
30.2 Le modele Kasner pour un univers anisotropique
30.3 refroidissement adiabatique de ’anisotropie

30.4 dissipation visqueuse de ’anisotropie

30.5 création de particule dans I’'univers anisotropique
30.6 cosmologies inhomogeénes

30.7 Tl’univers mixmaster

30.8 les horizons et ’isotropie de ’arriere plan microonde
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Septieme partie

EFFONDREMENT
GRAVITATIONNEL ET TROUS
NOIRS
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Chapitre 31

Géométrie de Schwarzschild

31.1 inévitabilité de 'effondrement des étoiles massives

31.2 la non singularité du rayon gravitationnel
La géométrie d’espace-temps de Schwarzschild

dr? +r?d0? + r’sin*0dd> (31.1)

ds* = —(1— g)dtQ +
r

semble mal se comporter pres de 7 = 2M ; g4 y devient égal a zéro, et g, devient infini. Pourtant, on ne peut
étre sir sans étude soigneuse si cette pathologie dans 1’élément de ligne est due a une pathologie dans la géométrie
de l'espace-temps elle-méme, ou simplement & une pathologie du systéme de coordonnées (t,r, 8, ¢) pres de r = 2M.
(comme exemple d’une pathologie induite par les coordonnées, considérons le voisinage de 6 = 0 sur une des sphéres
invariantes, t = const et r = const. Ici gy¢ devient nul parce que le systéme de coordonnées se comporte mal;
pourtant ; la géométrie intrinseque indépendante de coordonnées de la sphére s’y comporte bien. Pour un autre
exemple, voir

L’inquiétante région de la géométrie de Schwarzschild , r = 2M est appelée le "rayon gravitationnel', ou le
"rayon de Schwarzschild ", ou "la sphére de Schwarzschild ". Elle est aussi appelée "singularité de Schwarzschild "
dans certaines des vieilles littératures ; mais c’est un terme impropre, puisque, comme cela sera montré, la géométrie
de V'espace-temps n’y est pas singuliere.

Pour déterminer si la géométrie de 'espace-temps est singuliére au rayon gravitationnel, envoyons-y un explo-
rateur depuis le lointain pour établir une carte. Pour simplifier, laissons le tomber librement et radiallement vers
le rayon gravitationnel, portant son tétrade avec lui et il tombe. Sa trajectoire & travers l’espace-temps ["orbite
parabolique', géodésique radiale de la métrique M] est

2 3/2
ﬁ = -3 (ﬁ) + constante (31.2)
t 2/ 1 \3/2 ro\1/2 (r/2M)Y? +1
o = sla) 2law) G|+ eonstante

[ voir et spécialement I’équation (?7) pour la dérivation et la discussion ]. On obtient la coordonnée r de
Pexplorateur en termes de temps propre mesuré sur une horloge qu’il transporte, r(7), en inversant la premiere
équation ; on trouve sa coordonnée r en terme de temps de coordonnée 7(t) en inversant la seconde équation.

De toutes ces caractéristiques de la trajectoire du voyageur, on ressort plus clairement et troublant ; atteindre le
rayon gravitationnel, r = 2M nécessite un laps de temps propre fini, mais un laps de temps de coordonnées infini :

r/2M = 1— (7 + constante)/2M quand on est prés de r = 2M (31.3)
r/2M = 1+ constante x exp(—t/2M) a la limite quand t — oo
(31.4)
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110 CHAPITRE 31. GEOMETRIE DE SCHWARZSCHILD
(voir fig ?? ). Bien sur, le temps propre est la quantité pertinente pour le battement de coeur et sa santé. Aucun

systeme de coordonnée n’a le pouvoir de I'empécher d’atteindre r = 2M. Seule la géométrie de ’espace-temps
indépendante des coordonnées peut faire cela; et 'équation 31.3] montre qu’elle ne le fait pas!

Laissons I'explorateur approcher et atteindre » = 2M, donc. Quelle géométrie de 1'espace-temps y mesure-t-il 7
Est-elle singuliere ou non-singuliere ? Refixé en terme de mesure, est-ce les forces gravitationnelles de marée infinies
déchirent le voyageur et ’écrasent comme il approche r = 2M, ou sent-il seulement des forces de marée finies que
son corps peut en principe supporter ?

Les forces de marée senties par ’explorateur comme il passe un rayon donné r sont mesurées par les composantes
du tenseur de courbure de Riemann selon son repére orthonormé ( équation de la déviation géodésique ). Pour
calculer ces composantes de courbure a r, procédons en deux étapes.

(1) Calcule les composantes, pas dans le repére du voyageur, mais plutot dans le repére orthonormal "statique"

: oM\ 2 d ) ;
wh=[(1-"— dt,w” = 77”(‘09 =rdf,w? = rsinfde, (31.5)

positionné a 1'événement a travers lequel il passe; le résultat [ obtenu a partir des équations ?? et ?? en posant
e?? =e A =1—-2M/r ] est

1 2M M

Ririr = =037 Biaio = Figig = 13 (3L.6)
12M %
Rosop = 2> Bioro = Rigeg = — 3

(31.7)

tous les autres 2 546 s’annulent exceptés celles obtenues a partir de celles du dessus avec les symétries du Riemann

(2) calcule les composantes du repere de 'explorateur en appliquant aux composantes du "repére statique"
la transformation appropriée - pour r > 2M, une poussée dans la direction e; avec la vitesse ordinaire v" ; pour
r<2M, pas une "poussée', mais une transformation donnée par la formule de poussée standard (boite 2.4) avec
v" > 1. Ici

(31.8)

7 (grr)l/sz dr/dt _ <W> v

v (—get)1/2dt 1 —2M/r - r

Le résultat incroyable ( une conséquence des propriétés algébriques spéciales de la géométrie de Schwarzschild ,
et et un peu analogue a ce qui se passe - ou, plutot, ne se passe pas - aux composantes du champ électromagnétique,
E et B, quand ils sont tous les deux paralleles & une poussée) est cela : toutes les composantes de Riemann sont
laissées completement non affectées par la poussée. Si e; est le vecteur de base radiale du voyageur, et e;—,, est son
vecteur de base de temps, alors

12M
M
Rigrg = Rigeg = 3
12M
Rinas = — 2
0606 — 2
M
Roopn = Bogps = 73

(voir exercice 31.1 ) Le prix & payer de ce calcul : selon les équation aucune des composantes de Riemann
dans le repeére orthonormal de I'explorateur deviennent infinies au rayon gravitationnel. Les forces de marée que
sent le voyageur comme il approche r = 2M sont finies ; elles ne le déchirent pas - au moins pas quand la masse M
est suffisamment grande, parce que a r = 2M la composante non nulle typique R, 446 du tenseur de courbure est de
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l'ordre de 1/M?. Le rayon gravitationnel est une région de 1’espace-temps non singuliére, e comportant parfaitement

bien, et rien ne peut empécher ’explorateur de tomber dans l'intérieur.

Au contraire, profondément a l'intérieur du rayon gravitationnel a r = 0 le voyageur doit rencontrer des forces
de marée infinies, indépendamment du chemin qu’il utilise pour l'atteindre. On dit que "r = 0 est une singularité
physique de I'espace-temps "Pour le voir, on a besoin de calculer "'invariant de courbure" depuis les équations
oul31.9:

I =Ry, RY = 48M7 )10 (31.10)

BOITE 31.1
]

exercice 31.1

31.3 comportement des coordonnées de Schwarzschild a » = 2M

31.4 plusieurs systéemes de coordonnées se comportant convenable-
ment

/ boite 31.1 motivation pour les coordonnées de Kruskal-Szekeres \

A. coordonnées de Eddington-Finkelstein

La motivation pour le systéeme de Kruskal-Szekeres commence en introduisant un systeme de coordon-
nées différentes, d’abord congu pour par Eddington(1924) et redécouvert par Finkelstein(1958). Eddington
et Finkelstein utilisent comme fondation de leur systeme de coordonnées, non pas des particules chutant
librement comme le fit Novikov, mais des photons librement chutant. Plus particulierement, ils introduisent
des coordonnées U et V qui sont des étiquetés pour les géodésiques null radiales, sortantes et entrantes.
Les géodésiques sont données par

ds®> =0=—(1—2M/r)dt* + (1 — 2M/r) " tdr?

De maniere équivalente,, les géodésiques sortant sont données par U = constante ,ou

U=t—r* (la)
et les géodésiques rentrantes sont données par V = constante, ot

V=t+r* (1d)
Ici r* est "la coordonnée de tortoise" des paragraphes et figure 77 :
r*=r+2Mln|r/2M — 1] (1c)

Coordonnées entrantes de Eddington-Finkelstein - Adoptons r et V comme coordonnées
a la place de r et ¢t
La métrique de Schwarzschild devient

ds* = —(1 — 2M/r)dV? 4 2dVdr 4+ r2dQ*  (2)
Le cone de lumiére radiale ds? = 0 a une jambe

dV /dr =0
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et lautre jambe

v 2

o~ 1=t

31.5 relation entre les coordonnées de Kruskal-Szekeres et les coor-
données de Schwarzschild

31.6 dynamique de la géométrie de Schwarzschild



Chapitre 32

Effondrement gravitationnel

32.1 pertinence de la géométrie de Schwarzschild
32.2 théoreme de Birkhoff

32.3 géométrie extérieure d’une étoile s’effondrant

32.4 effondrement d’une étoile avec une densité uniforme et une pres-
sion nulle

32.5 effondrement symétrique sphérique avec des forces de pression
interne

2N

32.6 le sort d’'un homme qui tombe dans la singularité a r =0

Considérons la situation critique d’un astrophysicien expérimental debout sur la surface d’une étoile tombant
librement tandis qu’il s’effondre vers R = 0.

Comme l'effondrement avance vers R = 0, les diverses parties du corps de l'astrophysicien expérimentent des
forces gravitationnelles différentes. Ses pieds, qui sont sur la surface de ’étoile, sont attirés vers le centre de 1’étoile
par une force gravitationnelle infiniment croissantes, pendant que sa téte qui est plus loin, est accélérée vers le bas
par quelquechose un peu plus petit, quoiqu’une force toujours croissante. La différence entre les deux accélérations
( force de marée ) augmente encore et encore quand leffondrement se poursuit, devenant finalement infini quand
R atteint zéro. Le corps de 'astrophysicien, qui ne peut supporter de telles forces extrémes, souffre d’étirements
illimités entre la téte et les pieds quand R tombe & zéro.

Mais ce n’est pas tout. Simultanément avec cet étirement entre téte et pied, 'astrophysicien est attiré par le
champ gravitationnel dans des régions de I’espace-temps avec une surface circonférentielle toujours diminuant, 47r2.
Pour le réaliser, les forces gravitationnelles de marée doivent comprimer l’astrophysicien de tous les cOtés comme
elles I’étirent de la téte jusqu’aux pieds. La compression circonférentielle est en réalité plus extréme que I’étirement
longitudinal ; donc I'astrophysicien , dans la limite R — 0 est écrasé & un volume nul et & une longueur infiniment
étendue.

La discussion au dessus peut étre mise sur un pied mathématique comme suit.

Il y a 3 étapes dans la mort de Pastrophysicien : (1) la premieére étape, quand son corps résiste avec succes aux
forces de marée; (2) 'étape intermédiaire, quand il est graduellement succombant ; et (3) I’étape finale, quand il a
été compléetement submergé.
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r=2M

hoton emitted from

r=10M

External observer at

(¢) Eddington-Finkelstcin

FIGURE 32.1 — titre
L’effondrement free-fall d’une étoile de rayon initial R; = 10M comme représenté alternativement dans (a)
coordonnées de Schwarzschild , (b) coordonnées de Kruskal-Szekeres, et (c) les coordonnées rentrantes de

Eddington-Finkelstein ( voir boite ?? ).La région de I’espace-temps & l'intérieur de 1’étoile s’effondrant est en gris,

son extérieur est en blanc. Seule la géométrie de la région extérieure est celle de Schwarzschild . La courbe
séparant les régions grises et blanches est la ligne d’univers géodésique de la surface de 1’étoile s’effondrant (
équations 77 or 77 avec rypa. = R; = 10M). Cette ligne d’univers est paramétrisée par le temps propre, 7, comme
mesuré par un observateur assis sir la surface de 1’étoile ; les cones de lumiére radiaux, comme calculés par ds? = 0,
y sont attachés.

Note que, bien que les formes des cones de lumiere ne sont pas toutes les méme relativement aux coordonnées de
Schwarzschild ou relatives aux coordonnées de Eddington-Finkelstein, elles sont toutes les méme relatives aux
coordonnées de Kruskal-Szekeres. C’est parce que les rayons lumineux voyagent le long ddes lignes de 45-degré

dans le plan u,v ( dv = £du ) mais ils voyagent le long de chemins courbés dans le plan r,t et plan r, V.
Le diagramme espace-temps de Kruskal-Szekeres montré ici est relié au diagramme de Schwarzschild par les
équations (?7?) plus une translation de temps de Schwarzschild : ¢ — t + 42,8 M. Le diagramme de
Eddington-Finkelstein est relié au diagramme de Schwarzschild par

V=t+r"=t+r+2Min|r/2M — 1|

(voir boite ?7)

Il est évident par ces diagrammes que 'effondrement free-fall est caractérisé par un rayon constamment diminuant,
qui baisse de R = 10M jusqu’a R = 0 dans un court intervalle de temps propre comoving, A7 = 35, 1M. Le point
R =0 et la région entiere r = 0 en dehors de ’étoile représente une singularité physique a laquelle les forces
gravitationnelles de marée - selon la classique relativité générale non quantifiée - peut et va écraser la matiere a
une densité infinie ( voit fin de et 77)

Le diagramme de Eddington-Finkelstein décrit une série de photons émis radialement depuis la surface de ’étoile
s’effondrant, et recus par un observateur a r = Rj,tiq; = 10M. L’observateur recoit finalement tous les photons
émis radialement depuis l'extérieur du rayon gravitationnel ; tous les photons émis apres que 1’étoile passe a travers
son rayon gravitationnel se font finalement arrétés a la singularité a » = 0; et n’importe quel photon émis
radialement au rayon gravitationnel reste pour toujours au rayon gravitationnel.

L’effondrement non-free-fall est similaire & I’effondrement décrit ici. Quand les gradients de pression sont présents,
seul le cadre détaillé de la ligne d’ univers de la surface de I’étoile change.
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Durant la premiére étape, on peut analyser les forces de marée avec 'aide de ’équation de déviation géodésique

, évalué dans le référentiel orthonormé de l’astrophysicien w’, w?, wé, w? ( voir |31.2 ). Dans ce référentiel, les
composantes non nulles du tenseur de courbure de Riemann sont données par les équations ([31.9]) :

Riprp = e (32.1)
M
Ripro = Regrg = 3
12M
Rosns
0400 — 2 4
M
Roop0 = Rogpso =~ 75

Les équations de la déviation géodésique disent que deux particules se déplacant librement, momentanément au
repos dans le référentiel inertiel local de I’astrophysicien, et séparés par le 3-vecteur

= -5 ~
¢ =de;
doivent accélérer avec une accélération relative donnée par

D2 [dr? = —RLoo€" = —Ry ol = — Ry £

TRT TRT

En utilisant les composantes (32.1]) du tenseur de courbure, on voit que

N 12M
2 2 _
D fp/d’r = 7’727’]"
~ M ~
D2€0/d7_2 — 77‘7366

¢ (32.2)

; M
D?¢? [dr? = -5 I
(32.3)

Pour appliquer ces équations au corps de lastrophysicien, idéalise le ( pour simplifier ) comme une boite rec-
tangulaire homogene de masse 1 ~ 75kg, de longueur [ ~ 1,8m dans la direction ej, et de largeur et profondeur
w = 0,2m dans les directions e; et e o Ensuite calcule les tensions qui doivent étre réglées dans ce corps idéalisé
pour empécher ses particules de se déplacer le long de géodésiques divergentes ( et convergentes ).

A partir des équations et il est évident que les directions principales de tension doivent étre ej,e;
et eg ( cad dans la base e;, ¢4, € 4+ le tenseur de tension doit étre diagonal). La composante longitudinale de la
tension, au centre de masse de I'astrophysicien, peut étre évaluée comme suit. Un élément de volume de ce corps
de masse dpu, positionné a la hauteur h au dessus du centre de masse ( distance h mesuré le long de la direction ep)
devra s’éloigner du centre de masse avec une accélération avec a = (2M/r®)h | si il lui était permis de se déplacer
librement. Pour empécher cette accélération, les muscles de ’astrophysicien doivent exercer une force

dF = adp = (2M/r*)hdp

Cette force contribue a la tension de I'autre c6té du plan horizontal ( plan e; /A e é ) & travers le centre de masse.
La force totale & travers le plan est la somme des forces de toutes les masses au dessus de lui ( qui est aussi égal &
la somme des forces sur 1’élément au dessous de lui) :

U2 oM I 1 uM
= adu=/ ( 3 )(2)(w2dh)= 3
région au dessus du plan 0 r lw 4 r

2

La tension est cette force divisée par 'aire de section efficace w
plutét qu’'une pression :

, avec un signe moins parce que c’est une tension
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1 uMl 15 M/Mg dynes 1u M/Mg
T,y =—- ~—1,1x10 =-1,1x10""————=P 32.4
r 4 w?r3 . (r/1 km)3 cm? o (r/1 km)3 “ (32.4)
Les composantes de la tension dans les directions e; et e 4 au centre de masse sont, similairement,
L pM 13 M/Mg  dynes 12 M/Mg
T:y=T;: ==-—~0,7x10 =0,7x10""—/"—"=P 32.5
0 ¢ 8 I3 0 (r/1 km)3 cm? 0 (r/1 km)3 “ (82:5)

( Rappelez-vous que 1 atmosphere de pression est 1,01 x 10%dynes/cm? ).

Le corps humain ne peut pas supporter une tension ou une pression supérieure & 2 100 atmospheéres =
108 dynes/cm? sans se casser. En conséquence, un astrophysicien sur une étoile d'une masse solaire s’effondrant
librement sera tué par des forces de marée quand le rayon de 1’étoile est R ~ 200km > 2M ~ 3km .

Au moment ou I’étoile est plus petite que son rayon gravitationnel, les baryons du corps de I’astrophysicien se
déplacent le long de géodésiques ; ses muscles et os sont compléetement révélés. Dans cette étape finale de 'effondre-
ment, les géodésiques du type temps sont des courbes le long desquelles la coordonnée de temps de Schwarzschild ,t,
est presque constante [ cf. le rétrécissement du cone de lumiére prés de r = 0 dans la; aussi ’équation dans
la limite 7 < 2M]. Les pieds de l’astrophysicien touchent la surface de I’étoile & une valeur de t - disons t = t; - alors
que sa téte se déplace le long de la courbe ¢t = ¢, > t¢. En conséquence, la longueur du corps de ’astrophysicien
augmente selon la formule

Lastrophys = [98t(R)]Y/*[tn — t] = [2M/R)"?[t — t7] oc R™1? o< (Tef rondrement — 7)~'/° (32.6)

Ieit=[-[ R |grr|/2dr + constante] est le temps propre comme il serait mesuré par 1’astrophysicien si il était
encore vivant, et Teffondrement €St le temps auquel il touche r = 0. Le champ gravitationnel contraint aussi les
baryons du corps de l'astrophysicien a tomber le long des lignes d’univers ou € et ¢ constants durant les étapes
finales de 'effondrement. En conséquence, son aire de section efficace diminue selon la loi

Aastrophys = [QHQ(R)9¢¢(R)]1/2A9A¢ X R2 08 (Teffondrement - 7)4/3 (327)

En combinant les équations ( et ) on voit que le volume du corps de l’astrophysicien diminue, durant
les derniers moments de 'effondrement, selon la loi

3/2
Vustrophysicien = last'r’ophysicienAastrophysicien x R / X (Teffond'rement - T) (328)

Cet écrasement de matiére a une densité infinie par des forces gravitationnelles de marée infiniment grandes
peuvent se produire non seulement sur la surface de 1’étoile s’effondrant, mais aussi & n’importe quel autre point le
long de la singularité r = 0 en dehors de la surface de 1’étoile. En conséquence, un pilote de fusée fou qui s’aventure
e n dessous du rayon r = 2M du champ gravitationnel externe est condamné a la destruction.

Pour davantage de discussions sur les singularités de I’espace-temps, et sur la possibilité que les effets gravitation-
nels quantiques puissent forcer une reconsidération des singularités prédites par la théorie classique de la gravitation,
voir 7?7, 7?7 et 77

32.7 effondrement gravitationnel réaliste - une vue d’ensemble



Chapitre 33

TROUS NOIRS

33.1 POURQUOI "TROU NOIR"

33.2 Les champs gravitationnels et électromagnétiques d’un trou noir
33.3 Masse, moment angulaire, charge et moment magnétique

33.4 Symétries et glissement de reperes

33.5 Congruences??

33.6 Stockage et enlevement de 1’énergie

33.7 Transformations Réversibles et irréversibles

33.7.1  Symétries et glissement de repéres
33.7.2  Le résultat
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Chapitre 34

Techniques globales, horizons et
théoremes de singularité

34.1 techniques globales contre techniques locales

34.2 "infinité" dans un espace-temps asymptotiquement plat
34.3 causalité et horizons

34.4 structure globale des horizons

34.5 preuve de la seconde loi de la dynamique des trous noirs

34.6 théoremes de singularité et le "probleme de 1’état final"
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Huitieme partie

ONDES GRAVITATIONNELLES
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Chapitre 35

Propagation des ondes gravitationnelles

35.1
35.2
35.3
35.4
35.5
35.6
35.7
35.8

35.9
35.10
35.11

35.12
35.13
35.14
35.15

points de vue

revue de "théorie linéarisée" dans le vide

solutions d’onde plane dans une théorie linéarisée

la gauge transverse sans trace (TT)

déviation géodésique dans une onde gravitationnelle linéarisée
la polarisation d’une onde plane

le stress-énergie apporté par une onde gravitationnelle

ondes gravitationnelles dans une théorie complete de la relativité
générale

une solution exacte de type onde plane
propriétés physiques d’une onde plane exacte

comparaison d’une exacte onde plane électromagnétique avec
une onde plane gravitationnelle

un nouveau point de vue sur une onde plane exacte
Papproximation ondes courtes
effet de la courbure d’arriere plan sur la propagation des ondes

tenseur stress-énergie pour les ondes gravitationnelles
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Chapitre 36

Génération d’ondes gravitationnelles

La matieére est représentée par la courbure, mais toute courbure ne représente pas de la matiere, il peut y avoir

courbure "dans le vide". G. LEMAITRE in [I4] p. 440

36.1 la nature quadrupolaire des ondes gravitationnelles

Les masses dans un systéme isolé presque newtonien se déplacent I'une autour de ’autre. Combien de rayonne-
ment gravitationnel émettent-ils ?

Pour un ordre de grandeur estimé, on peut appliquer les formules familiére de rayonnement de la théorie élec-
tromagnétique, avec le remplacement e2 — —m?, qui convertit la loi de Coulomb statique en loi de I’attraction de
Newton. Cette procédure traite la gravité comme si elle était un champ de spin 1 ( vecteur ), plutét qu’un champ de
spin 2 ( tenseur ) ; en conséquence, il introduit des erreurs modérés dans les facteurs numériques et les distributions
angulaires. Mais il donne une estimation adéquate de la puissance totale rayonnée.

Dans la théorie électromagnétique, le rayonnement dipolaire électrique domine, avec une puissance émise ? 7 de
"luminosité" L, donné par ( voir 7?7 et 77 )

Ldipole électrique = (2/3)62a2

pour une seule particule avec ’accélération a et un moment dipolaire changeant comme d = ex = ea;

. 2
Ldipole électrique — (2/3)d

pour un systéme général avec un moment dipolaire d [..]

d= Z maxXa

particules A
Son premier taux de changement temporel est le momentum total du systeme |,
d= Z mA)'(A =Pp
particules A
Le second changement temporel du moment dipolaire de la masse ?? doit disparaitre parce que la loi de conser-

vation du momentum, d = p = 0. Ainsi il ne peut y avoir aucune radiation d’un dipdle de masse en physique
gravitationnelle.

[-]

= Z (position de A) x (courant du & A) = Z rax (mva)=J
A A

donc il ne peut pas rayonner. Ainsi il ne peut pas y avoir de radiation dipolaire gravitationnelle de n’importe quelle
sorte.
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Quand on se tourne vers la radiation quadrupolaire, on obtient finalement un résultat non nul voir (?7). La
puissance extérieure prédite par la théorie électromagnétique,

122 1.

Lquadrupole électrique — %Q = %Qﬂk@]k

1
Qjr = ZGA (fCAjCCAk - 35jk7°A2>
A

(77 ) a sa contre partie gravitationnelle

[.] [-1]

1 .2 1
Lquadrupole de masse — g <1 >= 5 < I‘jkljk > (361)

1 1
Ijk = ZmA (acijAk - 35jk:ra2) = /p (scja:k — 363'1@7"2) d3$ (36.2)

A

F1GURE 36.1 — figure 36.1

Source Receptor
) D
@ ' ¢ _easin 8
.‘:jg_ ____________ P _f r
. " 7 ‘\
(b) A ¢ “e_rﬂ A\
[
.ﬁ/_@ _____ A_~A —_
)v me N
m
© 9 " ! \
g/,_ﬁ _____ I L N
o \\
@ m, _may \
a r \\
.:’10 _____ maay _ _gZN0
S N
e .'ag AN \\ ma, + mya, =0
/ \ \
(e) v \\ LY
\\ N\ \
< \f\mz 88 \\
\
\ ‘\ \
\T—&—————+——
my b\ Lcos = Conclusion:
“ difference in time (amplitude),,, = (amplitude), ,, , 88

of travel 10 receptor;

gives rise to
difference in phase
86 = wL cosd

ma.
=M g
;

T
- (mw Lsmg)(wLoosﬂ)
r

w3mL?sin 28

~ ¥
(luminosity) ~ ()2

1 1 1
k= Lin = gojtrace(lay) = Ijk — 0l = /p (xﬂfk —3 jk7“2) &’z (36.3)

36.2 puissance rayonnée en terme de flux de puissance interne

v ' _ puissance flowing ? 7
Fik ~ Linterne = ( d’un coté du systéme A Pautre ) (36.4)
LOG ~ (Linterne)2 (365)

Lo =c"/G = 3,63 x 10¥erg/sec = 2,03 x 10° My c?/sec (36.6)
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LOG/Linterne ~ Linterne/LO (367)

(36.8)

36.3 générateurs en laboratoire des ondes gravitationnelles

Comme générateur au laboratoire d’ondes gravitationnelles, considérons une poutre d’acier=1 metre, de longueur
1=20 metres, de densité p = 7,8g/cm?, de masse M = 4,9 x 108g ( 490 tonnes ), et une résistance ? ? & la traction
t = 40000 pounds par inch carré ou 3 x 10%dyne/cm?. Laissons la poutre tourner autour de son centre ( donc il
tourne toujours et toujours ), avec une vitesse angulaire w limitée par 1’équilibre entre les forces centrifuges et la
force 7?7 de traction

w = (8t/pl®)Y/? = 28rad/s
Le flux de puissance interne
1 1
Linterne = <2IUJ2> w = ﬂMZQUJ?)
~ 2x108erg/sec ~ 107 L
L’ordre de grandeur de la puissance rayonnée est

Log ~ (107*1)2 Ly ~ 10~ %3erg/sec (36.9)

36.4 sources astrophysiques d’ondes gravitationnelles : discussion gé-
nérale
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36.5 effondrement gravitationnel, trous noirs, supernovae, et pulsars
comme sources

36.6 étoiles binaires comme source

36.7 formules pour la radiation depuis des sources se déplacant dou-
cement presque newtoniennes

36.8 réaction de radiation dans des sources se déplacant doucement

36.9 fondations pour la dérivation des formules de radiation
[-]

hyw = Guv — Nuw (36.35)
[]

. 1
T = by = S0l b= he® = hasn®? (36.36)

De plus, on peut toujours prendre des coordonnées spéciales telles que les quatre conditions

heo=0 (36.37)

sont satisfaites partout, en incluant l'intérieur de la source.
Avec ces définitions et conventions, h,, devient le champ gravitationnel de la théorie linéarisée loin de la source,
et aussi a l'intérieur si la gravité est y est faible . Mais si la gravité intérieure est forte (h,, < 1), hy, a lintérieur

n’a absolument aucune connexion avec la théorie linéarisée.

-]

36.10 évaluation pour un champ de radiation dans approximation de
déplacement lent

36.11 dérivation du potentiel de réaction de radiation



Chapitre 37

Détection des ondes gravitationnelles

37.1
37.2
37.3
37.4
37.5

37.6

37.7

systemes de coordonnées et ondes empiétantes
accélérations dans des détecteurs mécaniques

types de détecteurs mécaniques

détecteurs mécaniques vibrant : remarques introductives

détecteur idéalisé dominé par I’onde, excité par un flux régulier
des ondes monochromatiques

détecteur idéalisé dominé par 1’onde, excité par un flux arbitraire
de radiation

détecteur général dominé par ’onde, excité par un flux arbitraire
de radiation

exercice 37.1 puissance rerayonnée

exercice 37.2 sections efficaces calculées par la balance détaillée 7 ?

Y YA

boite 37.1 détecteur vibrant et résonant de arbitraire shape? ?

A caractéristiques physiques du détecteur

(a) le détecteur est un object solide ( terre, barre de Weber, 7?7 ... ) avec une densité de distribution
p(x) et une masse totale M = [ pd>x.
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\ B signification des parametres révisés /

(b)

CHAPITRE 37. DETECTION DES ONDES GRAVITATIONNELLES
Le détecteur a des modes normaux de vibration. Le n eme mode normal est caractérisé par :

wp, = fréquence angulaire
S temps e-folding ? ? pour 1’énergie de vibration > 1/w
no pour decay 7 ? comme résultat de tension 7 7 interne "

un(x) = fonction propre ( définie ici pour étre sans dimension et réelle )

Les fonctions propres u,, sont orthonormées, donc
/pun U A3 = MO,

durant une vibration en mode normal avec Fyipration > kT, un élément de masse originellement
a a & regoit le déplacement

6x = & = up (x)Bpe “nt=/™ B : [amplitude constante]
la densité a x fixée change par
op=—A- (pun)Bne_i”“t_t/T"
et le tenseur du moment d’inertie oscille
8Lk = I(n)jsBpe " nt=t/m

Ici ()5 est "le moment du facteur d’inertie pour le niéme mode normal" :

/—(punl),lxjxkd‘?x

= /p(unjxk+unkwj)d3x

Ik

[dimensions : masse x longueur, multiplié par B, ( longueur ) pour obtenir I} |.
Le facteur ? ? quadrupole réduit correspondant pour le n iéme mode normal est /

1
Fn)jk = Lnyjn — gI(n)ll(Sjk

37.8 détecteurs de bruit

2F, (wn/27) [ ondy 12
GW, _
|AB, | = ( N2 (37.1)

37.9 détecteurs non mécaniques

37.10

en regardant vers le futur
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boite 37.2 détectabilité des ondes coup de marteau issues de sources astrophysiques : deux
exemples ( les calculs suivants ne sont précis seulement qu’a environ un ordre de grandeur

A. ondes issues d’une étoile de 10 masses solaires s’effondrant pour former un trou noir; détecteur de 1972 avec senseur de 1975 (?)

1. caractéristiques prédites des radiations :
4 (distance)?v

~ (2 x 10°ergs/em?Hz)|(distance au centre de la galaxie)/distance]?

(intensité sur terre ) = F),

(fréquences des ondes) = v ~ 103H z
(largeur de bande des ondes ) = Av ~ 103Hz
(durée de la rafale ) = rgw ~ 103jusqu’al0—1s
2. propriété des détecteurs : une barre de Weber, vibrant dans son mode fondamental avec
M =10%g = 10%°kg [odv =10"*'¢cm?Hz = 10~**m?Hz ( exercice 77 )
Vg = wp /27 = 1660H z, T = 3K (température de I'Hélium liquide)
70 = 20 secondes

_ 1/2
2x1 1016 s _
Brms = ( x igg;gogsz;’ew) =3 %10 Bem =3 x 107m

|ABErer™iate) — (3 5 10715em)(1073/20)1/2 = 2 x 10~ em = 2 x 1079, pendant At = 103
ABEhermiaue) — 9« 10=16¢m = 2 x 107 18m pendant At = 0, 1s
|AB,

3. effet des ondes | équation ]:

_ 1/2
GW _ [ 2x2x10°x10"?'ergs centre de la galaxie | __ —15 distance au centre de la galaxie
|ABO | - ( 106x108s—2 distance =2x10 e distance

4. conclusion : les ondes gravitationnelles issues d’une étoile massive s’effondrant pour former un trou
noir n’importe ou dans notre galaxie sont facilement détectable, si on peut contruire un "senseur"
pour mesurer les changements dans les amplitudes de vibration de magnitude < 10~'%¢m sur une
échelle de temps < 0,1 s. Cela apparait faisable avec la technologie de 1972 ; voir [13]

des ondes issues d’une explosion de supernova dans le groupe de galazies virgo; un détecteur qui pourrait étre constructible vers la fin 1970 ou début 1980

1. caractéristiques prédites des radiations :
N 0,03Mg
4n(11lmegaparsecs)?v

~ (4 x 1073ergs/ecm?Hz)
(fréquences des ondes) = v ~ 103H z

(intensité sur terre ) = F),

(largeur de bande des ondes ) ~ v ~ 103Hz
(durée de la rafale ) = 7w ~ 0,3s ou Tqw ~ 2 X 10’35E|

2. détecteur : une barre de type Weber faite non pas en métal, mais d’une monocrystal de quartz de
1,000 kg, refroidi & une température de 3 x 10~2K. ( pour un tel monocrystal, on pense que le temps
d’amortissement augmenterait en proportion inverse de la température, 79 o< 1/7.) Les propriétés
estimées d’un tel détecteur :

M ~10%g = 10%°kg [odv =10"*'¢em?Hz = 10?*m?H 2 ( comme pour la barre de Weber )
vo = wo/2m = 1500H2, T = 3 x 103K
To ~ 108 secondes

_ _ 1/2
16 3
By = (2X1737T0160g><16<si>ié0 erg) =1x10"%cm =1 x10"®m

‘ . 6 x 1072%cm =6 x 107%?>m
|AB(t)hermzque| — (1 % 10—16cm)(0,30u120>(<310 )1/2 — ou ‘
5x1072em =5x10"%m

3. effet des ondes [ équation ]:

|AB(§:W| _ (2><4><10_3><10—21erg5)1/2 — 3% 10~ Yem = 3 x 10~21m

106x108s—2

13

1
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4. conclusion : les ondes gravitationnelles issues d’une explosion de supernova dans le groupe de galaxies

virgo sont détectables, si on peut construire un "senseur" pour mesurer les changements dans les
amplitudes de vibration de magnitude < 10~em sur une échelle de temps < 0, 1s. et si on peut
construire un détecteur avec les caractéristiques du dessus.

a. pour la durée des ondes issues d’une explosion de supernova, deux échelles de temps apparaissent comme pertinentes :
(1) le temps nécessaire pour les étapes finales de I’effondrement du coeur d’une naine blanche en une étoile & neutron ou en crépe
d’étoile & neutron, 7 ~(dimensions de 1’étoile & neutron)/(vitesse du son dans la matiére nucléaire) ~ 2 x 10~3s("impulsion
de radiation gravitationnelle"); et (2) le temps nécessaire pour une étoile & neutron vibrante pour perdre son énergie de

\Vibration par radiation gravitationnelle ("train d’ondes amorti"), au ~ 0, 3s. J
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Chapitre 38

Tester les fondations de la relativité

38.1

38.2
38.3

38.4

38.5

38.6
38.7

tester est plus facile dans le systeme solaire que dans ’espace
lointain

cadre théorique pour Ianalyse de tests de la relativité générale

test du principe de singularité de la chute libre : expérience
d’Eotvos-Dicke

tests pour l’existence d’une métrique gouvernant les mesures de
longueur et de temps

tests du déplacement géodésique : expériences gravitationnelles
de déplacement vers le rouge

tests du principe d’équivalence

tests pour ’existence de champs inconnus a longue portée
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Chapitre 39

Autres théories de la gravité et
’approximation post newtonienne

39.1

39.2

39.3

39.4

39.5

39.6

39.7

39.8

39.9

39.10

39.11

39.12

39.13

autres théories

théories métriques de la gravité

limites post-newtoniennes et formalisme PPN
systeme de coordonnées PPN

description de la matiére dans le systeme solaire
nature de ’expansion post-newtonienne
approximation newtonienne

coefficients métriques PPN

vitesse des coordonnées PPN relatif au "référentiel au repos uni-
versel

tenseur stress-énergie PPN
équations du mouvement PPN
relations des coordonnées PPN a l’univers entourant

résumé du formalisme PPN
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exercice 39.1 systéme de plusieurs corps dans la limite post-newtonienne de la relativité
générale

boite 39.1 résumé du formalisme PPN

I variables
IT équations gouvernant 1’évolution de ces variables
ITI quantités a calculer a partir de ces variables

IV relation entre le référentiel au repos, coordonnées PPN, et 'univers

boite 39.2 parameétres PPN utilisés dans la littérature : un guide de traduction

>

table de traduction

B signification des parametres révisés




Chapitre 40

Expérimentation dans le systeme solaire

40.1 plusieurs expériences ouvert pour distinguer la relativité générale
des théories métriques proposées de ma gravité

exercice 40.1 métrique PPN pour un soleil idéalisé

40.2 I’utilisation de rayons lumineux et d’ondes radio pour tester la
gravité

déviation de la "lumiere"

40.3
( exercice 40.2 trajectoire des rayons lumineux dans le champ gravitationnel du soleil

40.4 délai temporel dans la propagation radar

-]

Cboite 40.1 déflection de la lumiére et des ondes radios par le soleil : résultats expérimentaux

C exercice 40.3 principe de Fermat
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boite 40.2 titre

40.5 déplacement du périhélie et perturbations périodiques pour les
orbites géodésiques

40.6 effets a trois corps dans l’orbite lunaire
40.7 le dragging des référentiels inertiels
40.8 la constante gravitationnelle est-elle constante ?

40.9 Est-ce que les planetes et le soleil se déplacent sur des géodé-
siques ?

Est cruciale aux expérimentations du systéme solaire la question de savoir si le soleil et les planétes se déplacent
sur des géodésiques de l'espace-temps. Cette question est compliquée par les contributions a la courbe de I’espace-
temps faites par le corps se déplagant lui-méme.

Pour élucider la question, - et pour obtenir une réponse dans la structure de la relativité générale - considérons
un argument du type "ascenseur d’Einstein". L’objet astronomique en considération a une frontiére extérieure, et
chaque point de cette frontiére décrit une ligne d’univers. Ces lignes d’univers définissent un tube d’univers. Une
certaine distance en dehors de ce tube d’univers construit une "zone tampon" comme en ??. Adaptons ses dimensions
intérieures et extérieures, selon la masse et les moments de l'objet et la courbe de 'espace enveloppant ("la puissance
de la force produisant la marée du champ gravitationnel externe"), de telle facon que I’écart £ (cf.??) de la métrique
depuis le plat dans cette zone tampon prend des valeurs égales a au plus deux fois la valeur extrémale atteignable
Eextreme ( U minimum en fonction des variations en 7, un maximum en fonction des variations en direction; en
d’autres termes, un minimax). Ainsi en dehors des erreurs d’ordre €extreme, 1’0bjet peut étre vu comme se déplagant
dans un espace plat asymptotique. La loi de conservation du 4-moment total s’applique. Cela assure que 'objet se
déplace sur une ligne (localement) droite avec une vitesse uniforme. Considérons, ensuite, que géométrie d’arriere
plan qui est en accord juste en dehors de la zone tampon avec une géométrie actuelle de précision €extreme OU Mieux,
mais avec laquelle, & l'intérieur on a la solution sans source des équations de champ d’Einstein. Ensuite, & une
précision gouvernée par la magnitude de Eextreme, 1a ligne localement droite le long de laquelle I'objet astronomique
se déplace, sera une géodésique de cette géométrie d’arriere plan.

Dans la mesure ol on peut donner une signification bien définie du écart du déplacement actuel de cette géodé-
sique ( une tache compliquée par le fait que la géométrie d’arriére plan n’existe pas réellement !) on peut calculer ce
écart en faisant usage du formalisme PPN ou un autre schéma approximatif | voir par ex. [16] ].

Cette déviation provient ordinairement dans une mesure substantiel , et parfois presque entierement, d’un cou-
plage entre le tenseur de courbure de Riemann du champ externe et des moments multipolaires de I'objet astrono-
mique ( le moment angulaire est associé avec la rotation ; les moments quadrupolaires et plus grands le sont avec
la déformation ; voir par ex les exercices 40.8 et 16.4 ). Ce couplage est important pour le systéme terre-lune, mais
on a pas besoin de la relativité pour le calculer; la théorie newtonienne fais le travail a une précision beaucoup
plus grande que nécessaire - ou devrait, si on comprend suffisamment bien l'intérieur de la terre et de la lune! Pour
les planétes et le soleil, I'effet est négligeable. ( exercice : utiliser la théorie newtonienne pour le prouver! ). Ainsi,
quand on applique la relativité générale au systéme solaire, on peut approximer I'orbite du soleil, le centre de masse
du systeme terre-lune, et , et chaque autre planéte, a une géodésique de "cette géométrie d’espace-temps de I'arriere
plan" qui existerait si ses propres effets de courbure étaient absents. C’est 'approche utilisée pour analyser ’avance
du périhélion des planetes au 7?7 dans le contexte de la relativité générale, et pour dériver dans ’exercice 39.15 "les
équations post-newtoniennes de déplacement de plusieurs corps'.
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Dans la plupart des autres théories métriques de la gravité, en incluant la théorie de Dicke-Brans-Jordan, il y

a des écarts substantiels depuis le déplacement géodésique. L’argument de "'ascenseur d’Einstein" rate dans ces
théories parce que 'espace-temps est doté non seulement d’une métrique, mais aussi d’un champ a longue portée
qui couples indirectement aux corps massifs gravitants( voir ?? et 77 ).

Ce phénomene est bien compris en termes d’argument de Dicke sur l'influence des variations spatiales des
constantes fondamentales sur les expériences de type Eotvos-Dicke ( voir ?? ). Dans une théorie ol la constante
gravitationnelle de Cavendish G dépend de la position ( ce qu’elle n’est pas en relativité générale et ne peut pas
étre ), un corps avec une énergie autogravitationnelle significative Egyq, doit tomber dans un champ gravitationnel
newtonien externe parfaitement uniforme , avec une accélération anormale :

accélération accélération 1 (O0Egrav J -
- =— =) VGe = ~£2VG 40.1
(d’un corps massif> <d’un corps de test) M ( 0Gc ) “T MGe ¢ (40-1)

[ voir équation ?? ]. Dans une théorie de Dicke-Brans-Jordan, G¢ est essentiellement la réciproque du champ
scalaire; et il contient une petite part qui est proportionnelle au potentiel newtonien, U [ équation (??) avec les
valeurs appropriées des parametres de la boite ??]. Comme résultat, le soleil tombe avec une accélération plus petite
d’une part sur un million que I'accélération d’un corps test ; Jupiter tombe avec une accélération plus petite d’une
part sur un milliard ; et la terre, plus petit d’une part sur 10'°. Traduit en terme de langage relativiste, le champ
scalaire, en influencant 'auto énergie gravitationnelle d’un corps massif, produit des déviations du déplacement
géodésique.

On peut utiliser le formalisme entierement PPN du chapitre 29 pour calculer le déplacement des corps massifs
dans n’importe quelle théorie métrique de la gravité. [I] et [I8] ont fait cela. Ils ont trouvé qu’'un corps massif au
repos dans un champ externe uniforme expérimente une accélération PPN ( du type newtonien ) donné par

d2$j (9U

dt2 - Tk 8a:k

ot By est une quantité dépendant de la structure du corps :

E rav 9
0, = 1/0006(%‘ —25) @k — ) s
2 |z — 2’|

Egrcw == Z ij

Ici m est I’énergie de masse totale du corps, €2 est "le tenseur énergie potentiel de Chandrasekhar’, et Ey,q, est
lénergie autogravitationnelle du corps. [ note : la méthode de calcul de Dicke pour calculer I’accélération anormale
(40.54) échoue dans les théories qui ne sont pas "conservatives" ( boite 77 ).]

En relativité générale, les combinaisons des coefficients de PPN dans Ejj; disparaissent; donc Ej; = d;i, et le
corps tombe avec 'accélération habituelle - cad il se déplace le long d’une géodésique. Mais dans la plupart des
autres théories de la gravité, Ej; # d;r; le corps ne se déplace pas sur une géodésique; et son accélération peut
méme étre dans une direction différente du gradient du potentiel newtonien !

Cet écart prédit depuis le déplacement géodésique est appelé "l’effet Nordtvedt". La possibilité d'un tel effet
fut noté en premier en passant par Dicke [5] mais fut découverte indépendamment et exploré en grand détail par
Nordtvedt [12] , [1]

L’effet Nordtvedt dans une théorie autre que la relativité générale produit un nombre de phénomeénes dans le
systéme solaire qui sont potentiellement observables. | voir [2]] pour une énumération et les références.] L'effet le
plus approprié pour un test est une "polarisation" de I'orbite terre-lune due au fait que la lune devrait tomber vers
le soleil avec une accélération plus grande que le fait la terre. Cette "polarisation" résulte en une excentricité dans
I'orbite qui pointe toujours vers le soleil et a I’amplitude

1
Or = 840 |37 +45 — TAL — (26 +262 =3y + A —2)| em (40.3)
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r = 67 metres  dans la théorie de Ni ( boites 77 et 77)
= 2%:; metres dans la théorie de Dicke-Brans-Jordan ( boites ?7 et 77)
= 0 dans la théorie d’Einstein

40.10 résumé des tests expérimentaux sur la relativité générale
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Chapitre 41

Spineurs

41.1 réflections, rotations, et la combinaison de rotations

Les spineurs et leurs applications en relativité 7?7 I’analyse des "rotations", d’abord dans l’espace, puis dans
I'espace-temps .Prenez un cube. (figure . Tournez le de 90° autour d’un axe. Puis prenez un autre axe a angle
droit du premier. Tournez le cube de 90° autour du lui. De cette facon le cube est amené de I'orientation marquée
"initial" & celle marquée "finale". Comment peut-on faire cette transformation nette en un seul pas, avec une seule
rotation ? En d’autres mots, quelle est la loi pour la combinaison de rotations ?

7 7Si les rotations étaient décrites par des vecteurs, alors on pourrait appliquer la loi de combinaison des vecteurs.
La résultante de deux vecteurs de la méme amplitude (90°) séparés un angle droit, est un simple vecteur qui (1) est
dans le méme plan et (2) a la magnitude 21/2 % 90° = 127, 28°. Les deux descriptions sont fausses. Pour tourner le
cube d’une orientation initiale & une orientation finale en un seul tour, (1) prend un axe courant depuis le centre &
travers le point A et (2) tourne de 120°.

Quel algorithme de calcul sera jamais capable de reproduire une loi de combinaison de rotations apparemment
si étrange ? Le soir du 16 octobre 1843, William Rowan Hamilton marchait avec sa femme le long du canal royal a
Dublin quand la réponse lui a sauté dans l'esprit 7?7 [..] les formuleslﬂ

==k =ijk=—-1

ce qui donne, en notation actuelle ,

0 1 —1 . 1 0
o R S it B PR S
prend la forme
o2 = o,=0.=1 (41.2)
0,0y = —0y0; =10, et permutations cycliques

A toute rotation est associée une quantité ( "quaternion" d’Hamilton ; "matrice de spin" ou "transformation de
spineur" ou "opérateur de rotation" ).

R = cos(0/2) —1sin(0/2)(cycosa + oycosf + o,cos) (41.3)

ou 6 est 'angle de rotation et «, 3,7 sont les angles entre les axes de rotation et les axes de coordonnées. Une
rotation décrite par R; suivie par une rotation décrite par Ry donne un change net en orientation décrit par la seule

rotation
Rs = RoR, (41.4)

C’est la formule d’Hamilton pour la combinaison de deux rotations ( des pas vers elle faits par Euler en 1776;
obtenue par Gauss en 1819 mais jamais publiée par lui )

1. Dans la méme ville, le 21 juin 1972 le président Eamon Valera dit & un des auteurs que, alors qu’étant en prison en 1916, programmé
pour étre tué le lendemain matin, il écrivit la formule qu’il adorait, i2 = j2 = k2 = ijk = —1
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146 CHAPITRE 41. SPINEURS

FIGURE 41.1 —

Vidéo des rotations :

fichier blender :

2D

La rotation autour de l'axe vertical de 90°, suivi par la rotation autour de l’axe horizontal de 90°, donne un
changement net en orientation qui peut étr obtenu par une seule rotation de 120° autour d’un axe qui émerge du
centre jusqu’au point A.

Dans l'exemple de la figure
Ry (rotation de 6 = 90°autour de l'axe z) = (1 —10,)/2"/?

Ry(rotation de 6 = 90°autour de l'axe x) = (1 —10,)/2"/?

et le produit des deux est

RoRy = (1 — 104 410, —10,)/2 = c0s60° — 15in60°(0, /3" — 7,/3'/2 + 0, /3'/?)

FIGURE 41.2 —

exercice 41.1 caractéristiques élémentaires de la matrice rotation

exercice 41.2 matrice rotation a 1 comme déterminant




blend41_1.avi
Media File (video/avi)

ANNEXES/blend41_1.blend

41.2. ROTATIONS INFINITESIMALES 147
41.2 rotations infinitésimales
] ou
R=1- (1d0/2)(c - n) (41.5)
. X « X' = RXR* (41.6)
. ¢ = [1+ (d0)nx]z (41.7)
. R(df) = ¢~ (t49/2)(e"n) (41.8)
. R(9) = /D) (41.9)
[-]
R(O) = i(l/p!)(—wa “n/2)" (41.10)
=
= pz (1/p!)(=20/2)P + (o - m) Z (1/p)(—20/2)"
- 223(9/2) —1sin(6/2)(o - n) B
. X' = RXR* (41.11)
/ seemtes AT T de propriEiGs e ln mmettee S e \

Montrez que pour X = x - ¢ on a la relation de commutation
[(c-n),X]=2(nxzx) 0o

Utilisez le pour obtenir, & partir de I’équation (??) sous la forme X = RXyR* [ ot X est une constante,
alors que R(6) est donné par 1’équation (?7)], la formule

d
@(x-a):(nxm)-a
qui est équivalent a la définition standard
d
ﬁ =w XX

pour la vitesse angulaire ? Renversez 'argument pour montrer que 1’équation (41.7”) définit correctement
la rotation R(t) résultant d’une vitesse angulaire dépendant du temps w(t), méme si la solution simple
\R = exp[—%zt(a - w)] de cette équation ne peut plus étre écrit quand w est non constant.

J

41.3 transformation de Lorentz via I’algebre de spineur

(-]

41.4 precession de thomas via I’algebre de spineurs

-]
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FIGURE 41.3 —

41.5 spineurs
41.6 correspondance entre les vecteurs et les spineurs

41.7 algebre de spineur
(-]

Ty = 6% 0B 0, W T, 5 (41.12)

et la relation inverse 5
1,7 = (2> UaAUUﬂBVUVCWTAUBVCW (41.13)

boite 41.1 titre

41.8 espace de spin et ses spineurs de base

FIGURE 41.4 —

41.9 le spineur vu en tant que? 7?7 ?

41.10 apparence du ciel de nuit : une application des spineurs
[
FIGURE 41.5 —

(-]

41.11 les spineurs comme un outil puissant de la théorie de la gravi-
tation



Chapitre 42

Calcul de Regge ? ?

42.1 pourquoi le calcul de Regge

42.2 calcul de regg en bref

42.3 simplexes et angles deficit 7 7

42.4 forme du squelette des équations de champ
42.5 le choix de la structure lattice

42.6 le choix des logueurs des cotés

42.7 apllications passées du calcul de Regge

42.8 le future du calcul de regge
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Chapitre 43

Superespace : arene pour la dynamique
de la géométrie ? ?

43.1 espace, superespace, et espace-temps distingués

43.2 la dynamique de la géométrie décrite dans le langage du super-
espace du??

(43.1)
(43.2)
(43.3)
(43.4)
(43.5)
43.3 1’équation d’Einstein-Hamilton-Jacobi
[ »
Tiibert = (1/1677)/ R(—g)1/2d4x = extremum (43.6)

g 1 .
(1/167)IADM = Ipq5e = (1/167) / {Wijagij/ﬁt + Ng'?R 4 Ng=1/2 {2(Tr7r)2 — T’I“(Tl'2):| + 2N,»7r7’j} dx
(43.7)

9ij .
S(g(xa Y, Z)) = IADM7ewtremal = / {ﬂ-” GQZJ/at}d4x (4310)

9i;
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152 CHAPITRE 43. SUPERESPACE : ARENE POUR LA DYNAMIQUE DE LA GEOMETRIE ? ?
(43.13

Az ~ (h/mw)/? (43.24

Le champ électromagnétique peut étre traité comme une collection infinie "d’oscillateurs de champ" indépendants,
d’amplitudes &1, &5, . .. Quand le champ de Maxwell est dans un état de plus basse énergie, 'amplitude de probabilité
- pour le premier oscillateur d’amplitude &7, et simultanément les second oscillateur d’amplitude &5, le troisiéme &3 et
ainsi de suite - est le produit de fonctions de la forme (??), un pour chaque oscillateur. Quand ’échelle d’amplitudes
pour chaque oscillateur est convenablement normalisé, le produit infini résultant prend la forme

(&1, &,...) = Neap[—(§ + & + )] (43.25)

Cette expression donne I'amplitude de probabilité ¥ pour une configuration B(z,y, z) du champ magnétique qui
est décrit par les coefficients de Fourier £1,&5, ... On peut oublier 7?7 tout mention des coefficients de Fourier si on
veut, cependant, et réécrire (?7?) directement en terme de configuration de champ magnétique lui-méme [[17]] :

U(B(z,y,2)) Nexp( // 167r3hcr12 )d x1d3x2> (43.26)

On ne parle plus "du" champ magnétique , mais plutét de la probabilité de celui-ci |..]

exercice 43.1 L’action pour l’oscillateur harmonique

L’énergie cinétique est %m(dgc/dt)2 et I’énergie potentielle est %mw2x2.

43.4 fluctuations en géométrie



Chapitre 44

Au dela de la fin du temps

44.1 Deffondrement gravitationnel comme la plus grande crise en phy-
sique pour tous les temps

44.2 évaluation de la théorie qui prédit 'effondrement
44.3 fluctuations du vide : leur prévalence et la domination finale

44.4 pas de géométrie, mais une prégéomeétrie, comme le matériau de
construction magique

44.5 prégéométrie comme le calcul des propositions

44.6 la boite noire : le retraitement de ’univers
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